Problema 3 juny 2024 Pais Valencia (analisi MACS).

., x2-3x
Problema 3. Atesa la funcio f(x) = Tt es demana

a) El domini corresponent, i els punts de tall amb els eixos coordenats. (2 punts)

a) Domini i punts de tall amb els eixos de coordenades

Domini de la funcio

Per determinar el domini d'una funcio racional, hem de trobar els valors de @ per als quals el
denominador no és zero. Aixo es fa resolent I'equacio del denominador igual a zero i excloent

aquests valors del domini.

El denominador de la funcio és:

z(z —3)+ (z +1).

Simplifiguem aquest denominador:
z(z—3)+(z+1)=2*-3z+ac+1=2a?—-2z+1.
Podem factoritzar el polinomi:

z? -2z + 1= (z—1)%

Per tant, el denominador és:

(z —1)%

El denominador és zero quan:

(z —1)*=0.
Resolent:
r—1=10

r— 1.



Aixi, el denominador és zero quan & — 1. Aix0 significa que la funcid no esta definida en aquest

punt.

Domini: La funcié f(x) esta definida per a tots els valors de & excepte & = 1. En notaci6 de

conjunt, el domini és:
Diy={zxcR | x+#1}.

Punts de tall amb els eixos de coordenades

1. Tall amb I'eix & (eix horitzontal):

Els punts de tall amb I'eix x es troben quan f(z) = 0. Per trobar aquests punts, hem de resoldre
per als valors de @ en qué el numerador és zero (assegurant-nos que el denominador no sigui zero

en aquests punts).

El numerador de f(x) és:
z? — 3z.

Resolent:

2 — 3z = 0.
Factoritzant:

z(z —3) = 0.

Aixo dona les solucions:

z—=0ox = 3.



Verifiquem que el denominador no és zero en aquests punts:
e Perax — 0
(0-1)2=1+#0.
e Perax — 3:
(3-1)2=4+#0.
Per tant, els punts de tall amb I'eix z son:

« (0,0)
e (3,0)

2. Tall amb I'eix y (eix vertical):

Els punts de tall amb I'eix y es troben quan & = 0. Substituim = = 0 a la funcié f(z):

_ 0° —3-0 0 _
(0) 0[0—3)—(0+1) 1 0.

El punt de tall amb l'eix y és:
. (0,0)

Resum
 Dominiiz € R\ {1}
* Punts de tall amb I'eix z: (0,0) i (3,0)

e Punt de tall amb I'eix y: (0, 0)



b) Les asimptotes horitzontals i verticals, si n’hi ha. (2 punts)

Asimptotes verticals

Les asimptotes verticals es produeixen quan el denominador de la funcio és zero, sempre que el

numerador no sigui zero en el mateix punt.

Ja hem trobat que el denominador és:

2z —3)+(z4+1)=2 -2z +1=(z— 1)~

El demominador és zero quan:

(z—1)* =0

x = L

Ens hem de assegurar que el numerador no és zero quanx — 1:

El numerador és:

r° — 3.

Substituim & = 1:

1#-3-1=1-3=-2.

El numerador no és zero quan @ — 1. Per tant, hi ha una asimptota vertical a @ — 1.

Asimptota vertical: ¢ — 1.



Asimptotes horitzontals

Les asimptotes horitzontals es determinen observant el comportament de la funcid quan x tendeix a

o0 0 @ —0oc. Per a funcions racionals de la forma f(z) = Pz) on P(z)iQ(x) sén polinomis, les

Q)

asimptotes horitzontals es determinen comparant els graus de P(z) i Q(x):
1. Siel grau de P(x) és menor que el grau de () (z): L'asimptota horitzontal és y = 0.

2. Sielgrau de P(x) ésigual al grau de (Q(z): L'asimptota horitzontal és y = 7, on a és el

coeficient principal de P(x) i b és el coeficient principal de Q ().

3. Siel grau de P(x) és major que el grau de (J(): No hi ha asimptota horitzontal (potser hi ha

una asimptota obliqua).

En el nostre cas, el numerador z° — 3z té grau 2, i el denominador (x — l):3 tambe té grau 2. Aixi,

el grau del numerador és igual al grau del denominador.

El coeficient principal del numerador es 1 (del terme :32] i del denominador és 1 (del terme :L'g}.
Per tant, I'asimptota horitzontal es:

1
Asimptota horitzontal: y — 1.

Resum
e Asimptota vertical:  — 1.

e Asimptota horitzontal: y — 1.



c) Els intervals de creixement i decreixement. (2 punts)

Derivada de la funcio

Per trobar els intervals de creixement i decreixement, calculem la derivada de f(z). Utilitzarem la

regla del quocient per a la derivada:

ulx)
o

flz) = z)

onu(z) = z? — 3z iv(z) = (z — 1)%

La regla del quocient diu que:

f;(:ﬂ) o I:.E}QI:.:::I{;‘]LE,I;.E}I‘! (x) .

Calculem u'(z) i v'(z):

o u(z)==2* -3z

u'(z) = 2z — 3

¢ o(z)= (@ 1)
v'(z) = 2(z — 1)

Aplicant la regla del quocient:

f'(z) = {zz—:s}(m—h]i:(l;;;:sm}-z[m—lj

Simplifiquem el numerador:

2r—3)(z—1)"—2(z*—3z)(z—1
f’(:::) | ) 33—1)1 J(z—1)

Expandim i simplifiquem:



1. Expansio del primer terme del numerador:

(2z — 3)(z — 1)? = (2z — 3)(z* — 2z + 1)
= 2x(x? — 2z + 1) — 3(z® — 2z + 1)

= 22° — 42? + 2z — 32* + 6z — 3
=2z% —Tz* 4 8z — 3

2. Expansio del segon terme del numerador:

2(z? — 3z)(z — 1) = 2(z® — 2% — 32 + 3z)
— 227 — 827 + 6z

3. Restant

f'(z) = (2% —72* +82—3) — (227 —Ba" +6ix)
(x—1)1
_ 22 Tt Br— 32" 8 6
(z—1)*
(8 =7z )+ (Bz—6Bx)—3
(z—1)1

_ I +2x-3

[z—1)*

Factoritzem el numerador:
#?+ 2z -3 = (z+3)(z - 1)

Per tant;

r+3)z—1)
f(e) = S



Analisi de la derivada

La funcié f(z) és creixent o decreixent segons el signe de f'(z).

. f;(.::) = () La funcio és creixent.

o f'(z) < 0:Lafuncié és decreixent.

Determinem els intervals:

Intervals de creixement i decreixement:

1.

El signe de la derivada depén del numerador = + 3 i del denominador (z — 1),

El denominador (z — 1}3 canvia de signe a & — 1, i és positiu per x > 1 i negatiu per &

Per & — 1, no es defineix la derivada (asimptota vertical).

El numerador & + 3 canvia de signeax — —3.

Perax < —3:

r+ 3 < Ui[::.[‘.—].)'l‘ <
fl(z) = &5 >

La funcid és creixent.

Pera—3 < x < 1:

r+3>0i(x— l]l"i < ()
f(z) = {;jl;i}ﬂ <0
La funcid és decreixent.

-

S

1.



3. Perax = 1:

z+3 > Ui(:ﬂ—l):i =0
fr(‘E) - {;j_f}ﬁ =

La funcio és creixent.

Resum:

* |Intervals de creixement:
e (—o00,—3)

. (1,00)

® Intervals de decreixement:

e (-3,1)

d) Els maxims i minims locals, si n’hi ha. (2 punts)

1. Trobar els punts critics

Ja hem calculat la derivada primera:

Els punts critics es troben on f'(z) = 0 o on la derivada no esta definida.
Derivada primera igualada a zero:

Lﬂg — 0

z—1)

El numerador ha de ser zero:

r+3=10

r= -3



Az — —3, la derivada és zero. Hem de verificar aquest punt en el domini de la funcié. Com que
& — —J3 esta dins del domini (excloent & — 1), el punt z — —3 és un candidat per a maxims o

minims locals.
Derivada primera no definida:

La derivada no esta definida quan el denominador és zero, és a dir, quan  — 1. No obstant aixo,

& — 1 és una asimptota vertical, aixi que no es considera un maxim o minim local.

2. Determinar la naturalesa del punt criticz = —3

Utilitzarem la segona derivada f”(:.r:} per determinar la naturalesa del punt critic. Calcularem la

segona derivada utilitzant la derivada primera que ja hem trobat:
r+3

f'(z) = 5y

Per trobar la segona derivada f"(z), utilitzarem la regla del quocient:

f”(m} (" {z)e(z) =24 (=)' () Fu(z " ()

v(x)?
onu(z) =z +3iv(z) = (z — 1)
Calculem " (z), v"(z), i v'(z):
e u(z)=1

e u'(z)=0

v(z) = (z — 1)

v'(z) = 3(z — 1)?

e V'(z) = 6(zx—1)



Aplicant la regla del quocient:

f'(z) = 0-(z—1)" —2-1-3(x—1)* +(x+3)-6(z—1)

[z—1)F
Simplificant:
" _ —b{z—=1)<6{z+3)(z—1)
f ([E) I:.I:—l]l\'
_ —6{z—1)2+6(z" —1+3x—3)
[z—1)8
_ —6(z—1)*+62"+18z—24
(z—1)®
_ —6(z"—22+1) 62" 418224
{z—1)"
_ —Brt+19r—66r 18 —24
(x—1)0
_ 30z—30
(x—1)F
_30(z—1)
(x—1)8
_ a0
[x—1)%
Avaluem la segona derivadaaz — —3:
" 4 30 3D
f {_%} (—3—1)° (—4)7 1024 < 0
Com que f"(—3) < 0, el punt & = —3 és un maxim local.
Resum
e Puntcriticcr — —3
e Funcibenx — —3:

_ (=3)°-38(=3) _ 9+9 _ 18 _
_f(_g} (—3—1)2 16 16

onle

s  Maxim local: (—3, %)

* Mo hi ha minims locals.



e) La representacid grafica de la funcié a partir dels resultats anteriors.

1. Domini:

La funcid no esta definida en & — 1.
2. Asimptotes:

o Vertical: x — 1

e Horitzontal: y — 1
3. Intervals de creixement i decreixement:
» Creixent: (—oo, —3)i(1,00)
» Decreixent: (—3,1)
4. Maxim local:

e Punt maxim local: (—3, g)

5. Punts de tall amb els eixos:

e Eixaz:(0,0)i(3,0)
e Eixy: (0,0)

Dibuix Esquematic

Per representar la grafica de la funcic:
1. Eixos:

e Dibuixa els eixos x i y.

(2 punts)



2. Punts de tall:

» Marca els punts (0,0) i (3,0) en l'eix .

* Marca el punt (0,0) en I'eix y (que és el mateix punt de tall amb I'eix x).

(7]

. Asimptotes:

* Dibuixa una linia vertical discontinuadaa  — 1.

e Dibuixa una linia horitzontal discontinuada a y — 1.
4. Maxim local:

» Marca el punt (—3, % :
5. Intervals de creixement i decreixement:

e En(—o00,—3), la funcié és creixent.
» En(—3,1), lafuncié és decreixent.

e En(1,00), la funcié torna a créixer.
6. Comportament als extrems:

e Quanx — =00, lafuncit s'apropa a y — 1 (asimptota horitzontal).
7. Comportament a prop de |'asimptota vertical:

* Quan x s'aproxima a 1 des de lI'esquerra (z — 17 ), f(z) — —oc.

* Quanz saproximaaldesdeladreta(z — 17), f(z) — +oc.

Representacio Grafica

Aqui tens una representacio esquematica per dibuixar la grafica de la funcio:



f(x)

Grafica de f(x) = £=2%
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