Problema 6 série 1 juny 2024 Catalunya (geometria MAT).

6. Considereuels punts A=(1,2,3)1B=(-3, -2, 3).
a) Calculeu 'equacio del pla m que és perpendicular a la recta AB i que passa pel punt
mitja entre A i B. Justifiqueu que aquest pla esta format, precisament, pels punts
P=(x, y, z) que estan a igual distancia de A que de B, és a dir, d(P, A) =d(P, B).
[1 punt]

El pla buscat ha de ser perpendicular al vector AB = (-3,-2,3)— (1,2,3) =
(—4,—4,0)~(1,1,0), per tant, té equacié de laformax + y + 0z + D = 0. Ameés, ha de

passar pel punt mitja %(A + B) =(—1,0,3); pertant, -1+ D = 0 i es tracta del pla
dequacid x +y+1 = 0.
Geometricament és clar que aquest pla  esta format, precisament pels punts a igual

distancia de A que de B. Efectivament, per a un punt arbitrari P = (x, y, z), 'equacio
d(P,A) = d(P,B) és equivalent a

Ve =124+ —22+(z—-3)2=(x+3)2+(y+2)2+(z—3)?,
x?2—2x4+14+y?—4y+4+z2—6z+9=x>+6x+9+y*+4y+4+2z>—-6z+9,
—2x+1—4y=6x+9 + 4y,

—8x—-8y—-8-=0

gue simplificant-la €s, precisament, 'equacié delplam, x+y+ 1 = 0.

b) Calculeu les distancies de A i de B al pla 77 i comproveu que son iguals. Es casualitat?
Raoneu la resposta.
[0,75 punts]

Usant la formula de la distancia punt-pla, tenim

[14+2+1] 4 |—3—2+1]| 4
d(A,m) = —]m—=—= d(B,m) = —=—
(4,m) Viz+iz+0z V2 (B,m) VIZ+12+0Z V2

No es casualitat que doni el mateix resultat: les projeccions ortogonals de A i de B al
pla T sén, precisament el punt mitja %(A + B) = (—1,0,3) per on hem fet passar el pla

m, perpendicular al vector AB.



c¢) Sigui C=(-7, 6, 3). El triangle ABC és isosceles? Calculeu la seva area.
[0,75 punts]

El punt ¢ = (—7,6,3) compleix —7 + 6 + 1 = 0 i per tant pertany al pla = de I'apartat
anterior. Aixo vol dir que d(C,A) = d(C,B) i, per tant, el triangle ABC té almenys dos
costats iguals; per tant, es isdsceles.

. . . . 4
Per calcular la seva area nomes necessitem la longitud de la base d(4,B) = 2-_5 =
N

4+/2, i la seva alcada, que és la distancia de C al punt mitja entre 4 i B:

h=d((~7,6,3),(~1,0,3)) = 62 + 62 + 02 = /72 = 6V2.

Per tant el triangle ABC te area

4\5-6@_2
> —

Area = 4 u-,



