Problema 1 juliol 2024 Pais Valencia (algebra MAT).
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Problema 1. Es considera la matriu A = | k 3 1 |enque k és un nombre real.
2 -1 -1
a) Per a quins valors del parametre k la matriu A és invertible? (2 punts)

Per determinar per quins valors del parametre k la matriu A és invertible, hem de calcular el

determinant de la matriu A i trobar quan és diferent de zero.

Calcul del Determinant

El determinant de la matriu 3 x 3 A es calcula com segueix:

0 &k 3
det(4) = [k 3 1
2 -1 -1
Expansio per la primera fila:
o1 ko1l ko3
— .| 4 — k. . J
det(A4) =0 B k 9 1 + 3 9 1

El primer terme és zero perqueé la primera posicio €s zero, aixi que nomeés hem de calcular els altres

dos determinants 2 x 2.



1. Determinant de la submatriu associada al segon terme:

F 1

> _J—k@¢y-L2——k—2

2. Determinant de la submatriu associada al tercer terme:

| b=t

1 2
) N A
3 3

=

— k(-1) -

koo
2 -1

Substituim aquests resultats en la formula original del determinant:

det(A) = —k-(~k—2)+3- (—sg - %)

Simplifiquem:

. 2
@qu—H+&k+3(—k—§)

det(A) = k* + 2k — 3k — 2

det(A) = k% — k — 2
Pergué la matriu sigui invertible, el determinant ha de ser diferent de zero:
B —k—2+0

Resolucio de I'Equacio Quadratica

Per trobar els valors de k per als quals el determinant és zero, resolguem I'equacié quadratica:
2
B —k—-—2=10
Podem resoldre aquesta equacio utilitzant la formula general:

B —b+ b — dac

k
2a




Aixi obtenim dues solucions:

Conclusio

La matriu A és invertible per a tots els valors de k excepte k — 21k — —1.



b) Pera k = 0. s1 existeix, calculeu la matriu inversa de A. (4 punts)

Matriu A Quan k = (0

La matriu A amb k — 0 és:

0 0 3
A=10 + 1
2 -1 -1
Determinant de A
Calculem el determinant de A utilitzant la primera fila:
T | 0 1 0o 1
— - li — ™ - 1
det(4) = 0 _1_4‘[)h _J+3‘2_4
Calculem el determinant de la matriu 2 x 2:
0 3 1 2
L B=0 () -52=—3
Alxi:
2
(mﬂA)—S-(——)———Q
3
Cofactors

Calculem els cofactors de cada posicio:
1. Cofactor (1, 1)

Eliminant la primera fila i la primera columna:

%—U—l%—U——%+l—§

Lo =

1
3 1] _
11

Signe alternatiu: (—1)17 =1



2. Cofactor (1,2)

Eliminant la primera fila i la segona columna:

‘01

0 _l‘—ﬂ-(—l)—l-Q——Z

Signe alternatiu: (—1)172 = —1
Cpp——(-2)=2
3. Cofactor (1, 3)

Eliminant la primera fila i la tercera columna:

0 3 1 2
3l —0-(=1)=-=.2—_=
‘2 2 0-(-1) 3 2 3
Signe alternatiu: (—1)17% = (—1)* = 1

4. Cofactor (2,1)

Eliminant la segona fila i la primera columna:

‘” 310 (c1)—3- (1) =1

-1 -1

Signe alternatiu: (—1)*71 = —1

5. Cofactor (2, 2)

Eliminant la segona fila i la segona columna:



Signe alternatiu: (—1)%"

6. Cofactor (2, 3)

Eliminant la segona fila i la tercera columna:

‘Dﬂ

> _1‘—0*(—1}—0;2—0

Signe alternatiu: (—1)*™% = —1

7. Cofactor (3, 1)

Eliminant la tercera fila i la primera columna:

3

1
=0-1-3-2=-1

L= =

Signe alternatiu: (—1)* =1

Cp = -1
8. Cofactor (3,2)
Eliminant la tercera fila i la segona columna:
0 3
=0-1-3-0=20
‘ﬂ 1

Signe alternatiu: (—1)*72 = —1



9. Cofactor (3, 3)

Eliminant la tercera fila i la tercera columna:

Signe alternatiu: (—1)*4 =1
Cs3 =0

Matriu de Cofactors

Amb els calculs correctes, la matriu de cofactores és:
3
Cof(A) = | -3 —6

Matriu Adjunta

La matriu adjunta és la transposada de la matriu de cofactores:

= -3 -1
a,dj[:fl} — 2 —6 0
-2 0 0
Matriu Inversa
Finalment, la matriu inversa és:
2
1 1 j
_1 .
= adj(Ad) = — 2
det(4)" i) = =3 4
i

=



131
1 ] 2 2
A7 =|(-1 3 0
10 0
Resum
Pera k — 0, la matriu inversa de A és:
1 3 1
1 3 2 2
A =|(-1 3 0
% 0 0
c) Perak = 0, trobeu les matrius diagonals D que verifiquen que AD = DA. (4 punts)
Matriu A Quank =0
La matriu A amb k = 0 és:
0 0 3
A=10 1 1
2 -1 -1

Trobant les Matrius Diagonals D

Valem trobar les matrius diagonals D que verifiquen que AD — D A. Una matriu diagonal D es

pot escriure com:

dp 0 0

D=10 dy 0

0 0 dy

Hem de complir que AD — DA, és adir:

0 0 3 dl 0 0 ﬂ[f]_ Udg 3'd;; 0 0 3dy
AD=1(0 1 1 0 dp 0|= [0-dy L.dy 1-dy|=1]0 Eﬂz dy
2 -1 -1 0 0 ds 2.dy —1l-d» —1-dj 2d, —dy —ds
d 0 0\ /0 0 3 dy-0 dy-0 dy-3 0 0 3d
DA=|0 do 0|0 %+ 1)=1]d:0 do-3 do-1|=]0 & d



Perqué AD — DA, els elements corresponents de les dues matrius resultant han de ser iguals:

1. 3dy — 3d;
2. 2 — & (aix0 és sempre cert)
-3 3 P
3. dy — d»
4. 2d; — 2d,
5. —dy — —dj (aix0 és equivalent a do — d3)
6. —dy — —dg (aixd és sempre cert)

Dels elements 1 i 4, obtenim que:

| de I'element 3 obtenim que:

Per tant, totes les components diagonals son iguals:
dy = dy = dy

Aixi, la matriu D) és qualsevol matriu diagonal on tots els elements diagonals sén iguals. Podem

EXpressar D com:

!
|
o o
-
Ao o

on d és un nombre real qualsevol.

Resum

Per k = 0, les matrius diagonals D que verifiquen que AD — D A sén de la forma:

D_

= o B
= RS
o o

on d és un nombre real qualsevol.



