Problema 2 juny 2024 Pais Valencia (algebra MAT).

1 2m m 1 0
Problema 2. Es consideren les matrius A = (0 m 0) 1B = (U 1). Es demana:
m 1 m 0 0

a) Estudiar el rang de A en funcié del parametre real m. (3 punts)

Tenim la matriu:

1 2m m
A=10 m 0

1L 1 I

Determinant de la matriu A

Calculem el determinant de la matriu A:
1 2m m
det(4) =10 m 0

1L 1 I

Aplicarem la regla de Sarrus:

det(A)=1-(m-m—0-1)—2m-(0-m—-0-m)+m-(0-1—m-m)

det(4) = 1- [m-2 —0)=2m-04+m-(0— mz]
det(A4) = m? — m?

det(A) = m*(1 — m)

Valors de m que fan que el determinant sigui zero

Per trobar els valors de m que fan que el determinant sigui zero, resolem I'equacic:
2 _
m(l—m)=20
Aixo es compleix quan:

1. m2=0=m=20

2 1l—m=—-0=m=—1
N

Per tant, els valors de m que fan que el determinant sigui zero sénm — 0 im = 1.



Analisi del rang segons el valor de

Cast:m #0im + 1

Quanm # 0im # 1, el determinant det(A) # (. Aixd implica que la matriu A té rang 3.

Cas2:m — 0

Simn — 0, la matriu A es transforma en:

e

I
= O =
= =
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Aquesta matriu té dues files no nul-les. Per tant, el rang de A és 2.

Cas3:m—1

Simn — 1, la matriu A es transforma en:

.

|
==
e o)
— O =

Calculem el determinant dels menors 2x2 per determinar el rang.

(1)

Per a la submatriu:

El determinant és:

1-1-2-0=1+#0

Com aquest determinant és diferent de zero, aquesta submatriu té rang 2. Com que tambeé tenim

tres files linealment independents, el rang total de la matriu A quanm — 1 és 2.

Resum del rang de A
e Quanm # 0im # 1, el rang de A és 3.
e Quanm — 0, elrang de A és 2.

e Quanm — 1, elrang de Aés 2.



b) Per am = —1, resoldre I’equacio matricial AX = B. (4 punts)
Per resoldre I'equacid matricial AX — B quan m — —1, primer substituim m a la matriu A.
La matriu 4 amb m — —1 és:
1 2(-1) -1 1 -2 -1
A=110 —1 0)=10 -1 0
—1 1 —1 -1 1 -1
| la matriu B és:
1 0
B=10 1
0 0
Volem trobar la matriu X tal que AX — B. Escriu X com:
£11 L2
X = |z T
L1 L2
Aleshores, I'equacié AX — B es transforma en:
1 -2 —1 )1 12 1 0
0 -1 0 a1 Lo = 0 1
—1 1 —1 a1 £ 0 0

Multipliquem les matrius a I'esquerra:

Loz + (—2) - zo + (1) -z
0-z11 4+ (—1)-x9 + 0z
(=1)-zn+1-zu+(-1)-zn

1-zyp+ (—2) - zoo + (—1) - z32
0-z1p+ (—1) -z +0-z3 | =
(—1)-z1241-z22+ (—1) - x3

e R
= = O

Aquest sistema de sis equacions lineals amb sis incognites es pot resoldre igualant els elements

corresponents de les matrius:



(1211 =2 291 — 1 2y =1
l-2y9—2-299 —1-239 =0
—IEI_D

<—L'L"gg_].

—x1] + x91 — a3 — 0

[ —T12 + Too — T30 = 0
Resolem aquestes equacions una per una:

1. De la tercera equacié, —ia; — 0 = @9 — 0.
2. De la quarta equacid, —gs — 1 =+ 99 — —1.
3. Substituim x9; a la cinquena equacio:

—zn+0—a3n =0= a1 = —a5

4. Substituim x99 a la sisena equacio:
—z1p—1—wg =0= 212 + @30 = -1

5. Substituim x9; i 4] a la primera equacio:

1
zn—2-0—-zp=1= -z —zn=1=-2z5=1=a5 = —
. _ 1
Per tant, &3 —y 5
6. Substituim x99 | T49 a la segona equacio:
T2 —2-(-1)—2p=0=>z+2 -z =0= 212 — 232 = —2
Jatenim xq; — % To; — 0, w9 — —1, 291 — —%. Per resoldre per @2 i Ty9, sumem i restem les
equacions @19 + &3 — —1lixy9 — T3 — — 2
Sumem:
3
(z12 +&m) + (212 —z32) = 1 -2 = 2219 = -3 = 712 = —5
Restem:

1
(12 4+ @32) — (T12 —T32) = =142 = 2w39 = 1 = 30 — 2



Per tant, la matriu X és:

13
2 2
X=10 -1
11
23
Aixi, la solucié de I'equacié matricial AX — Bperm — —1és
L3
2 2
X=10 -1
11
22

c) Peram = 0, calcular A°.

Per resoldre aquesta pregunta, hem de calcular A quan m — (.
Pas 1: Substituim m = ( a la matriu A:

1 2m m

A=10 m 0

a0 1 M

Quanm — :

1 0 0
A=110 0 0
0 1 0
Pas 2: Calculem A2:
1 0 0 1 0 0
A2=A-A=10 0 0)]]0 0 0] =
0 1 0 0 1 0
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(3 punts)



Pas 3: Calculem A3:
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0 0
0 0
1 0

1
Al=A4-47=10
0

Pas 4: Calculem A*:

s s i
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1 0

1
At=A.47= (0
0

Pas 5: Calculem A°:

= a2

=0 O
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0 0
0 0
1 0

1
A" =44 = |0
0

Per tant, quan m — (), la matriu A° és:

o i

o R e i

1
A= |0
0



