Problema 2 model 1 juliol 2024 llles Balears (algebra MAT).

P2. — Sigui I3 la matriu identitat d’ordre 3 x 3 i A la matriu

(a) [4 punts] Calcula la matrin B = 3A — kI3, indicant la seva expressié en funcié del parametre real .

Per calcular la matriu B = 3A — kI3, sequirem els passos segiients:

Donades les Matrius

e La matriu A és:

1 0 0
A= 2 0 0
-2 1 1

e La matriu identitat Iy d'ordre 3 x 3 és:
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Calcular 34

Multipliquem la matriu 4 per 3:
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Calcular k15

Multipliquem la matriu identitat Iy per k:

1 0 0 E 0 0
kl—k-{0 1 0o]l=10 % 0
0 0 1 0 0 k



Calcular B = 34 — kI,

Restem kI3 de 3A:

3 0 0 E 0 0
B —=3A — kI; = 6 0 0} —10 &k 0O
-6 3 3 0 0 k
Realitzem la resta:
33—k 0 0
B — 6 00—k 0

Resultat

La matriu B en funcié del parametre real k és:

3—k 0 0
B = 6 —k 0

(b) [4 punts| Discuteix el rang de la matriu B segons el parametre k.

Per discutir el rang de la matriu B utilitzant determinants, calculem el determinant de B en funcié
del parametre k. El rang de la matriu B pot ser determinat a partir del determinant de B i dels

determinants de les submatrius 2 x 2.

Matriu B

La matriu B és:



Calcul del Determinant de B

El determinant de B es calcula com:

—6 3 33—k

Podem simplificar el calcul del determinant utilitzant I'expansio per la primera fila, ja que hi ha dos

ZEros.

k0
@ﬂBy—Q—kwg 3_k‘

Calcularem el determinant de la submatriu 2 x 2:

—k 0
3 33—k

= (BB~ (0-3) = k(3 )

Per tant:

Discusio del Rang

1. Rang de 3: El rang de la matriu B és 3 si el determinant és diferent de zero. Aixo ocorre quan:
—k(3—k)*#0
Es a dir:

E40 i 3—k+#0

EA0 i k+3



2. Rang de 2: El rang de la matriu B és 2 si el determinant és zero perd almenys una de les

submatrius 2 % 2 té determinant diferent de zero. Aixd ocorre quan:
E—=0 o k=23
Per a aquests casos, calculem els determinants de les submatrius 2 %2

e Sik—20:

El determinant de les submatrius 2 x 2 com:

30
. U‘—B-[}—ﬂ-ﬁ—ﬂ
3 0
e 5 =3:3-0-(-6)=09

El determinant de la submatriu 2 x 2 és diferent de zero, per tant el rang és 2.

e Sik—23:
0 0 0
B — 6 -3 0
-6 3 0

El determinant de les submatrius 2 x 2 com:

0 0
‘_3 5 =0-3-0-(=3)=0
0 0

2 ﬂ‘—ﬂ-ﬂ—ﬂ-g—ﬂ



El determinant de les submatrius 2 x 2 és zero, per tant el rang és 1.

Resum
e Sik#0ik # 3 elrang de B és 3 perqué el determinant és diferent de zero.
e Sik = 0, elrang de B és 2 perqué el determinant de la submatriu 2 x 2 és diferent de zero.

¢ Sik = 3, elrang de B és 1 perqué el determinant de les submatrius 2 x 2 és zero i només una

submatriu és no nul-la.

(c) [2 punts| Per a quins valors de k es pot calcular la inversa de B? Justifica la resposta.

Per determinar per quins valors de k es pot calcular la inversa de la matriu B, hem de comprovar
quan la matriu B és invertible. Una matriu és invertible si i només si el seu determinant és diferent

de zero.

Determinant de B

La matriu B és:

El determinant de B és:

det(B) = —k(3 — k)*



Condicions per a la Invertibilitat

La matriu B és invertible si el determinant no és zero:
det(B) = —k(3 —k)* #0
Analisi del Determinant
—k(3—k)*#0
El determinant sera zero si alguna de les condicions seglients es compleix:
1. k=10
e Sik =0, el determinant és:
det(B) = —0-(3—-0)*=0
En aquest cas, la matriu B no és invertible.
2.3—-k=10
e Sid—k =0 llavers E — 3. El determinant sera:
det(B) = -3-(3-3)*=-3-0=0
En aquest cas, la matriu B tampoc és invertible.

Resum

La matriu B és invertible per a tots els valors de k excepte:

e k=10
e k=23

Aixi que la matriu B es pot invertir per a qualsevol valor de k diferent de 0 i 3.



