Problema 2 model 2 juny 2024 llles Balears (algebra MAT).

P2. — Considerem les matrius A de dimensié 3 x 3 que satisfan que 34 + 1 = A2, on I és la matriu identitat
de dimensié 3 x 3.

(a) [3 punts| Calcula 'expressié de la matriu inversa de A.

Per calcular I'expressié de la matriu inversa de 4, comencem amb la condicié donada:
3A4+ 1= A®

Reorganitzem aquesta equacié per aillar A:

A2 34 -T=0

Aquesta és una equacié quadratica en termes de A. Considerem A com un operador lineal, i
aquesta equacid ens pot donar informacio sobre la seva inversa. La inversa de A, si existeix, la

denotem com A1,

Busquem una forma convenient de reescriure |'equacio per trobar AL Multipliquem amb A lala

dreta:

AATTA —3A71A - A1 =0



(b) [3 punts] Donada I'equacié matricial
A+3AX =51,

on A és una de les matrius de I'enunciat. Calcula, en funcié només de la matriu A (no de la seva inversa)
i de la identitat I, la matriu X. Quina dimensié té la matriu X? Justifica la resposta.

Donada I'equacio matricial:

A+ 3AX =51

on A és una matriu 3 x 3 i I és la matriu identitat 3 x 3, volem trobar I'expressié de la matriu X

en funcio de A i de I.
Resoldre I'Equacio

1. Reorganitzar I'equacio per aillar X:

Primer, subtraieu A de cada costat de I'equacié:

3AX —5I — A
2. Aillar X:

Per aillar X, dividim amb 3 .A:
X = %(5} —A)A™!
Segons la part (a), sabem que la inversa de A és:
At =A4-31
Substituim A~ en l'expressié per X:

X = %(51 — A)(A—3I)

3. Calcular el producte:

Ara calculem el producte (51 — A)(A — 31):

(5] — A)(A—3I)=5I-A—5I-31—A-A+ A-31



— 54 — 15 — A* + 34

— 84 — A* — 151
Utilitzem la relacio A2 — 34 + I

—A— 341
8A — A* — 151 = 8A — (3A+ 1) — 151
— 84 -34 -1 -15I

= 5A — 161

Per tant:
1
X = 5 (54 — 161)

Dimensio de X

La matriu X és una matriu de la mateixa dimensié que A. Com que A és una matriu de dimensié

3 = 3, X també és una matriu de dimensié 3 x 3.

Resum

L'expressio per a la matriu X en funcié de A i [ és:
1
X = E(E]A — 161)

La dimensio de X és5 3 x 3.



(¢) [4 punts] Calcula totes les matrius de la forma

que satisfan les condicions de 'enunciat.

Per trobar les matrius A de la forma

M

|
= =B
= o =
[ T i T

que satisfan les condicions donades en I'enunciat (on 34 + I = A?), sequim aquests passos:

1. Aplicar la condicié 34 + I = A?

Donada la matriu A:

a 1 0
A=11 b 0
0 0 e
calculem 341 A%
e Calcular 34:
a 1 0 Ja 3 0
3A=311 b 0}y =13 3b 0
0 0 ¢ 0 0 3c
e Calcular A%
a 1 0\ fa 1 0 a’+1 a+b 0
A2=11 b 0) |1 b O)]=]a+b 14+ 0
0 0 e 0 0 ¢ 0 (0 2
e Calcular 34 + I:
3a 3 0 1 0 0 Ja + 1 3 0
JA+IT—13 3 0|+ 10 1 0} = 3 3b+1 0
0 0 3e 0 0 1 0 0 e+ 1



o Comparar3A + Ii A%

Igualem 34 + I'i A%

3a+1 3 0 a’?+1
3 3b+1 0 — | a+b
0 0 3¢+ 1 0

Aixo ens dona el seglient sistema d’equacions:

1. Comparar els elements (1,1):

3atl—a’>4+1

3a — a’

a’ —3a—=0

ala—3)=10

a=0o0a=23
2. Comparar els elements (1,2) i (2,1):

3—a+b

b=3—-a

a-+b
1+ b2
0

0
0

E.E



3. Comparar els elements (2,2):

3b+1=1+05

3b+1—=1+b

3b—=1b°
b* —3b—=10
bb—3)=10
b=0o0b=23
4. Comparar els elements (3,3):
3¢+ 1= ¢

-3 —-1=0

Resolem aquesta equacit quadratica per a ¢ utilitzant la formula general:

3+.0+4
2

-

34413
9

=



Aixi, les solucions per ¢ son:

c c=

2

Solucions peraa i b:
s Sia — 0, aleshores b = 3.

e Sia — 3 aleshores b = (.

Matrius A que satisfan les condicions:

1. Pera—=0ib = 3:

0 1 0
A—=11 3 0
3+13
2
i
0 1 0
A—=11 3 0
3—+/13
2
2. Pera—=—3ib—=10:
3 1 (0
A=11 0 (0
3+13
0 0 z
3 1 0
A—=—11 0 0
0 3—13
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