Problema 3 juliol 2024 Pais Valencia (analisi MACS).

, 1
Problema 3. Atesa la funcio f(x) = (3x2—1)2’ es demana:

a) El domini corresponent, i els punts de tall amb els eixos coordenats. (2 punts)

Per resoldre el problema sobre la funcié f(xz) — m’l—T‘ cal determinar el domini i els punts de tall

amb els eixos coordenats. Anem a veure cada apartat:

a) Dominio de la funcio

El domini d'una funcio és I'ensemble de valors de ¢ per als quals la funcio esta ben definida. En

v o . . 2 .
aquest cas, la funcid és una fraccié amb denominador (3:{.“ — l}‘z.

1. Condicid per al denominador:
La funcié f(x) esta ben definida sempre que el denominador no sigui zero. Per tant, hem de

trobar els valors de @ per als quals (322 — 1)% # 0. Aixo es redueix a trobar quan 3z? — 1 #

0.

2. Solucié de I'equacié 3z° — 1 = 0:

Resolem l'equacic:

3z —1 =0
322 — 1
, 1
m—_
3
1 V’E
z=+-—= ==

Aquests son els punts en qué el denominador es fa zero, i per tant, la funcid no esta definida en

aquests punts.



3. Dominio de f(z):

El domini de la funcié f(x) és I'interval real excepte els punts on el denominador és zero. Aixi

que el domini és:
Dy =R\ {:I: v }

Punts de tall amb els eixos coordenats

)

ol ]

1. Tall amb I'eix

Per trobar els punts de tall amb I'eix z, cal trobar els punts on f(z) = 0. En aquest cas, la

L P _ l vor - % ’ B '
funcio f(x) Z—Tz Mai ésig ual a zero perqué el numerador és constant i diferent de zero.

Aixi que no hi ha punts de tall amb ['eix .

2. Tall amb I'eix y:

Per trobar el punt de tall amb I'eix y, cal calcular f(0):

1 1 1
Oy oy 17!

Aixi que el punt de tall amb l'eix y és (0, 1).

Resum
* Dominio de la funcié: [ {:I:"’f—f}
* Punt de tall amb I'eix y: (0, 1)

¢ No hi ha punts de tall amb I'eix .



b) Les asimptotes horitzontals i verticals, si n’hi ha. (2 punts)

Asimptotes Verticals

Les asimptotes verticals es produeixen en els punts on la funcid no esta definida i el denominador

tendeix a zero mentre el numerador no és zero. En aquest cas, la funcié f(x) no esta definida per

T = :% Per tant, hem de verificar si hi ha asimptotes verticals en aquests punts.
1. Puntx — ?
Quan x s'acosta a ""—;_5 des de la dreta o des de I'esquerra, el denominador (3:32 — 1)3

s'aproxima a zero. Com que el denominador s'aproxima a zero i el numerador és constant i no

zero, la funcio f(z) s'acosta a I'infinit. Per tant, hi ha una asimptota vertical en = — "“f—;_‘

Punt & — —"f—?:

V3

De manera similar, quan @ s'acosta a -5 des de |a dreta o des de |'esquerra, el denominador
(3z? — 1)? també s'aproxima a zero, i la funcié f(z) s'aproxima a l'infinit. Aixi, hi ha una
V3

asimptota vertical en & = — 3=,

Asimptotes Horitzontals

Les asimptotes horitzontals es produeixen quan  tendeix a l'infinit o a menys infinit, | es considera

el limit de la funci¢ en aquests casos.

1.

Limit quan & — oo:

Quan x tendeix a l'infinit, el terme 322 domina sobre el —1 en el denominador. Per tant:
(3:;:'2 — 1}2 = (3:::2}2 — 9zt

Aixi que:

1 1
/(@) (322 —1)2 ~ 9a*

Quan x — o0, % tendeix a 0. Per tant:

lim f(z) =10



2. Limit quan & — —o0:

El calcul es similar al cas anterior:

1
r) =~ —
Quanx — —00, % tambeé tendeix a 0. Per tant:
lim f(z)=20

Aixi que també hi ha una asimptota horitzontal en y — (.

Resum

¢ Asimptotes Verticals: ¢ — L? iz = — "“?

* Asimptotes Horitzontals: y — (.

c) Els intervals de creixement i decreixement. (2 punts)

Per trobar els intervals de creixement | decreixement de la funcio f[.ﬂ) — m}l_ﬂl}, cal seguir els

seglients passos:

1. Trobar la derivada primera f'(z).
2. Determinar els punts critics resolent f”(m) — ()i els punts on la derivada no esta definida.

3. Analitzar el signe de f'(z) per determinar els intervals de creixement i decreixement.

1. Trobar la derivada primera f'(z)

Utilitzarem la regla de la cadena i la regla del quocient per trobar la derivada de f(x).

La funcid es pot escriure com:

f(2) = (32% — 1)



Apliquem la regla de la cadena:

fllz)=—2(32 —1)*. di(gmz —1)

T
On:

d

.

(32 — 1) = 6z

Per tant:

fllz) = —2(32° — 1) - 62

f'(z) = —12z(32* — 1)

by —12x
fiz) (3z% — 1)

2. Trobar punts critics i punts on la derivada no esta definida

Punts critics:

Els punts critics es produeixen quan f'(x) = 0. Aixd ocorre quan el numerador de la derivada és

fero.

—122 =10



Punts on la derivada no esta definida:

La derivada no esta definida quan el denominador és zero, que ocorre en & = :I:% Tanmateix,
aquests punts ja son punts on la funcio original no esta definida, aixi que no es consideren punts

critics per a f(z).

3. Analitzar el signe de f'(z)

Comprovarem el signe de f'(x) en intervals delimitats pels punts critics i els punts on la funcié no

esta definida.

e Interval (—oc, —%}

En aquest interval, 322 — 1 > 0 (ja que z° > %} i & < (. Aixi que el numerador —12x és
positiu i el denominador (32 — 1) és positiu. Per tant, f'(x) és positiu, indicant que f(x) és

creixent en agquest interval.

—"‘.’—;ﬁ..[]):

En aquest interval, 322 — 1 < 0 (ja que =

* Interval (
2 < %}, iz < 0. Aixi que el numerador —12x és

ositiu i el denominador (322 — 1)* és negatiu. Per tant, f'(x) és neqatiu, indicant que f(x
P g g q

és decreixent en aquest interval.

» Interval (0, L?)
En aquest interval, 3z2 — 1 < 0 (ja que 22 < %}, iz > (. Aixi que el numerador —12x és
negatiu i el denominador (3z* — 1)* és negatiu. Per tant, f'(z) és positiu, indicant que f(z)
és creixent en aquest interval.

* Interval (% 00 ):
En aquest interval, 322 — 1 > 0 (ja que % > li} i > (. Aixi que el numerador — 12 és
negatiu i el denominador (3x? — 1) és positiu. Per tant, f'(x) és negatiu, indicant que f(x)

és decreixent en aquest interval.

Resum dels intervals de creixement i decreixement

¢ |[nterval de creixement:

3005

(—o0, -

¢+ Interval de decreixement:

V3 V3

(—50)u (Tl,:x:;}



d) Els maxims I minims locals, si n’hi ha. (2 punts)
. . . e ‘s . 1 . .
Per determinar els maxims i minims locals de la funcié f(x) BT cal seguir aguests passos:

1. Trobar els punts critics resolent f'(z) = 0.

2. Determinar la naturalesa dels punts critics utilitzant la segona derivada f”(:.r_.') o la prova de la

primera derivada per identificar si son maxims o minims locals.

1. Trobar els punts critics

Ja hem trobat que els punts critics es produeixen quan ff(m} = (. La derivada primera és:

ey —12x
f(=z) B2 1)

Els punts critics es produeixen quan el numerador és zero:
—12z =0 — =z =10
2. Determinar la naturalesa dels punts critics
a) Utilitzant la segona derivada f" ()
Cal trobar la segona derivada de f(x) i avaluar-la en els punts critics.

La derivada primera és:

oy —12z
f(=z) G2 1)

Utilitzem la regla del quocient per trobar la segona derivada f”(:ﬂ}. La derivada del quocient és:

B {'3.;:'3 — l}"i . ﬁ(—l?:r} — (—12z) - %[(%:‘3 — 1}3]
(322 — 1)8

7'()
Calcular les derivades parcials:
]
1. =(—12z) = —12

2. L1322 - 1) =3- (822 —1)?- £(322 - 1) = 3- (32 — 1) 62 = 18z(32? — 1)?



Ara substituim en la formula de la derivada del quocient:

(322 — 1)* - (—-12) — (—12z) - 18z(32” — 1)*
(322 — 1)6

f”{:{:) .

_ —12(3z% — 1)° + 2162%(32® — 1)°
(322 — 1)6

(=)

_ —12(32% — 1) 4 21622

f'(@) (322 — 1)

—36x2 + 12 + 21622

(=) = (322 — 1)°

1802 + 12

fﬂ(iﬂ} m

Evaluem f"(z) enx = 0:

18007 + 12 12

f:’{ ) {3_[}2_ 1)4 = (_1}4 — 12

La segona derivada en & — 0 és positiva, aixi que = — () és un minim local.

Resum

e Minim local: @ — 0. Per trobar el valor de la funcid en aquest punt, calculem:

1 1

£0) = Goe-12 1 °

* No hi ha maxims locals perqué la funcié és decreixent cap als extrems i no hi ha altres punts

critics.

Resum final
¢ Minim local: (0, 1)

¢ Mo hi ha maxims locals.



e) La representacid grafica de la funcid a partir dels resultats anteriors. (2 punts)

. s " g ., R 1 . .
Per fer la representacié grafica de la funcié f(x) 2o @ partir dels resultats anteriors, cal

considerar tots els elements clau trobats:

1. Domini: R ', {:"’E—F}

2. Asimptotes verticals: & —

“[3

3. Asimptota horitzontal: y — (
4. Punt de tall amb I'eix y: (0, 1)
5. Intervals de creixement i decreixement:

» Creixementen (—oc, — "“f—:;) L (0, %}
U (33

» Decreixement en (— %, 0) ,00)

6. Minim local: (0, 1)

Ara podem representar graficament la funcid tenint en compte aquestes caracteristiques.

Representacié grafica de f(x) = —1
10+ (3x°—1)
| |
i i fx) = (3x21— 1)
l l ——- x=x3
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