Problema 3 juny 2024 Pais Valencia (geometria MAT).

. x—1 +1 z+2 .
Problema 3. Es considera la recta r: - = yT =—0 1 el pla m: 3x — my + z = 1. Es demana:

a) Determinar el valor del parametre real m perque r 1 7 siguen paral-lels. Obtenir a més els valors de m per
als quals el pla 7 conte la recta r. (4 punts)

La recta r esta donada per la seva forma paramétrica:

r—1 y+1 2z+2
2 3 -1

Aixd es pot expressar en termes d'un parametre ¢:
r=2t+1, y=3t-1, 2z——-t-2

El vector direccio de la recta 1 és:

5= (2,3,—1)
El pla 7 esta donat per I'equacio:

d3r —my+z=1

El vector normal al pla 7 és:

n=(3,—m,1)

Condicio de paral-lelisme:

Perqué la recta r i el pla 7 siguin paral-lels, el vector direccié de la recta v ha de ser perpendicular al

vector normal del pla 72. Aixd implica que el producte escalar dels dos vectors ha de ser zero:
v-n—>0
Calculant el producte escalar:

(2,3,-1)-(3,-m,1) =2-3+3-(—-m)+(-1)-1=6—-3m—-1=20

\
Resolent per m:

5
5—3dm—=—0 — m—-—

#,

: 5
Per tant, la recta r i el pla 7 seran paral-lels quan m = 3.



Condicio de contenir la recta:

Perque el pla m contingui la recta r, tots els punts de la recta han de satisfer I'equacic del pla.

Substituim les expressions parameétriques de la recta en I'equacio del pla:
320 4+1)—m(3t—1)+(—t—-2)=1
Simplificant:
6t+3—-3mt+m—-t—-2=1
Aplegant termes semblants:

(6—3m—1)t+(3+m—2)=1

5-—3m)t+ (m+1)=1

Perqué aixo sigui cert per a qualsevol valor de ¢, els coeficients de £ i el terme independent han de

satisfer les seglients condicions:

5—3m=0 1 m+1=1
Jahemresolth —3m =0 — m = Es
Ara comprovem el segon terme:

m+1=—1— m—=20

Aqui veiem que tenim una contradiccio: per una banda, m hauria de ser _.-: perqueé els termes amb ¢
siguin nuls, perd també hauria de ser 0 perqué el terme constant s'iguali a 1. Aixd demostra que no
hi ha cap valor de m que permeti que tots els punts de la recta satisfacin simultaniament |'equacio

del pla.

Aixi doncs, la recta r no pot estar continguda en el pla  per cap valor de m.

Resum
e 7 i sén parallelsquanm = 3.

e No existeix cap valor de m tal que el pla m continga la recta r.



b) Per als valors m de ’apartat anterior, trobar un pla paral-lel a m, que continga la recta r. 3 punts)

Per trobar un pla paral-lel al pla m que contingui la recta r, primer recordem que el pla m esta

donat per I'equacio:

dr—my+z—1

e lan

I hem determinat que la recta r és paral-lela al pla m quan m —
Aleshores, el pla m per m = 11' té l'equacio:

dx — %y +z=1

Un pla paral-lel a aquest tindra la mateixa normal, per tant, tindra la forma:
3z —2y+z—k

El que hem de fer ara és determinar el valor de k de manera que el pla contingui la recta . Per a

aixo, substituim un punt qualsevol de la recta 7 en aquesta equacio.

La recta r esta donada en forma paramétrica com:

r=2t4+1
y—3—-1
z=—t-2

Podem agafar un punt especific de la recta r per trobar k. Sit = 0, el punt és (1, —1, —2).

Substituim aquest punt en l'equacic del pla:

3(1) — 3(~1) + (~2) = k

3+2-2=k
3+2-2=kF
1+2=k

4 Bl
sts=F

S =k

Per tant, el pla paral-lel a w que conté la recta r té l'equacio:

o B _ B
Sz — 3y +z=3



Multipliquem tots els termes per 3:

3(3z) —3(2y) +32=3(3)

Aixd dodna:

9r — 5y + 3z =8

Per tant, I'equacio del pla parallel a m que conté la recta r es:
9r — 5y + 3z =8

Resum:

Per als valors . — 31' de l'apartat anterior, un pla paral-lel a ™ que contingui la recta r te I'equacic:

9r — 5y + 3z =8

c) Calcular, en funcio de m , la distancia entre w1 el punt P = (1, —1, —2). 3 punts)

Per calcular la distancia entre el punt P — (1, —1, —2) ielplaw : 3z — my + z — 1, utilitzem la

farmula de la distancia entre un punt i un pla:

Az, + By +Cz1+ D
VA% + B+ C?

On (z1,y1,21) ésel punt P, Az + By + Cz + D = 0 és l'equacié del pla, i (4, B, C') son els

coeficients de les variables en I'equacio del pla.
L'equacid del pla  és:

dr—my+z=1
Que podem reescriure com:

dx—my+z—-1=10



AquiA=3 B=—-—m,C=1iD = —1Epunt P = (1,—1,—2) té coordenades
(Il: yluzl) = (]-7 _]-: _2]

Substituim aquests valors en la formula de la distancia:

B + (=m)(—1) +1(-2) ~1

d . .
V324 (—m)? + 12

Simplifiguem el numerador:
3(1)+m—-2—-1=3+m—-2—-1=m

Simplifiqguem el denominador:

\/32 +(—m)? +12 = \/9 +m24+1 = \/-mz + 10
Per tant, la distancia d és:

m|

vm? + 10
Resum:
La distancia entre el punt P = (1, —1,—2)ielplaw : 3z — my + z = 1 en funci6 de m és:

m|

N vm? + 10



