Problema 3 model 1 juliol 2024 llles Balears (geometria MAT).

P3. — Siguin P = (—-1,1,1), Q@ = (7,1,7) i R = (~4,1,5) punts de R?,

(a) [3 punts] Demostra que els tres punts formen un triangle rectangle. Indica quin dels 3 angles és recte.

Per demostrar que els punts P = (—1,1,1), Q@ = (7,1,7) i R = (—4, 1, 5) formen un triangle
rectangle, hem de verificar si algun dels angles del triangle format per aquests punts és un angle de
90 graus. Per fer-ho, utilitzarem el criteri del producte escalar: dos vectors son perpendiculars si el

seu producte escalar és igual a zero.

Calcul dels Vectors del Triangle

Primer, calculem els vectors que representen les arestes del triangle format per aquests punts:

1. Vector ﬁ:

PO=Q—P—(T—(-1),1—1,7—1) = (8,0,6)
2. Uectcrﬁ:
PR—R—P—(—4—(~-1),1—1,5—1) — (~3,0,4)
3. Vector OF:
OR—R-Q—=(-4-T,1-1,5-17) = (~11,0,-2)

Calcul del Producte Escalar

Per comprovar si els vectors son perpendiculars, calculem els productes escalar dels vectors:
1. Producte escalar ﬁ - ﬁ
PO -PR— (8,0,6)-(~3,0,4) =8-(-3) +0-0+6-4— —24+24—0

Ja que el producte escalar €s zero, els vectors @ i P}_:t’). son perpendiculars. Aixo significa que I'angle

entre aquests dos vectors és un angle de 90 graus.



Determinacié de Quin Angle és Recte

Com que ﬁ . ﬁ — 0, els vectors w i ﬁ son perpendiculars, i aixi I'angle entre@ i ﬁ és un

angle recte.

Per tant, el triangle format pels punts P, ¢ i R és un triangle rectangle, amb l'angle recte a P, ja

que els vectors P() i PR son perpendiculars.

(b) [3 punts| Es podria construir un quadrat afegint un tnic nou vertex? Justifica la resposta.

Per determinar si és possible construir un quadrat afegint un Unic nou vértex als punts donats P —

(-1,1,1),Q@ = (7,1,7) i R = (—4, 1,5), podem seguir els seglients passos senzills:

1. Distancia entre P i ():

Distancia(P, Q) = v/(7 — (—1))? + (1 = 1)2+ (7T — 1)? = V82 + 02 + 6 =

— 64 + 36 = V100 = 10

2. Distancia entre P i R:

Distancia(P,R) = /(=4 — (=1))24+ (1 - 1)2+ (5 —1)2 = /(-3)2 + 02 + 42 =

=vV9+16 =v25=5

3. Distancia entre () i R:

Distancia(Q,R) = /(-4 — 7)2+ (1 —1)2 + (5 — 7)2 = /(—11)2 + 02 + (—2)2 =

— 121 + 4 — V125 — 55



Pas 2: Identificar les condicions per formar un quadrat
e Enun quadrat, totes les arestes son iguals.

e Lesdiagonals d'un quadrat son iguals i son més llargues que les arestes.

Les distancies calculades entre els punts son:

e Pa@:10
e PaR:>5S
e QaR:5V5

Cap de les distancies no és igual a les altres, per tant, els punts P, () i R no sén tots vértexs d'un

quadrat.

Conclusio

No es pot construir un quadrat afegint només un vértex a partir dels punts donats P, ¢} i R. Els
punts donats no compleixen les condicions d’'un quadrat, ja que les distancies entre els punts no son

totes iguals ni compleixen les condicions de diagonals iguals i més llargues que les arestes.

(¢) [4 punts] Prova que, per a qualsevol valor de a real, el punt S = (a, 1,0) és coplanari amb P, @ i R.

Per provar que el punt S = (a, 1,0) és coplanari amb els punts P — (—1,1,1), @ = (7,1,7) i
R = (—4,1,5) utilitzant els vectors P(), PR i PS, sequirem aquests passos:

Passos per Verificar la Coplanaritat

1. Calcular els vectors PQ PR PS:
—
s Vector P():
PO—Q—P—(T—(=1),1-1,7—1) = (8,0,6)
—
e Vector PR:
PR—R-P—(-4-(-1),1-1,5-1) = (~3,0,4)
. Vectcrﬁ:

—
PS=S—P=(a—(-1),1-1,0—1)= (a+1,0,-1)



2. Formar la matriu amb aquests vectors:

LY e LY
Construim una matriu amb els vectors PQ), PR i PS com a files:

8 0 6
M = -3 0 4
a+1 0 -1

3. Calcular el determinant:

El determinant de la matriu formada per aquests vectors ens dira si els vectors son linealment
dependents (cosa que implicaria que els punts son coplanaris). Si el determinant és zero, els

vectors sén coplanaris.

El determinant es calcula aixi:

8 0 6
det(M)=1| -3 0 4
a+l 0 -1
Expandim el determinant utilitzant la primera fila:
0 4 -3 1 -3 0
det{ﬂf}—ﬂ-‘ﬂ _l‘—ﬂ- n —l‘+ﬁ.ﬂ.—|-]_ (]‘

Calculem cada un dels determinants 2 x 2:

e Determinant de la primera matriu 2 x 2:

‘[}4
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e Determinant de la segona matriu 2 x 2:

-3 0
a+1 0

= (-3:0) = (0-(a+ 1)) =0

Substituint els determinants calculats:
det(ﬂf} —8-04+6-0=0

Conclusio

LY e LY

'y & Fi
Com que el determinant és zero, els vectors P(), PR i PS son linealment dependents. Aixo implica

que els punts P, @, R i S son coplanaris per a qualsevol valor de a. Per tant, el punt S = (a, 1,0)

és coplanari amb P, ( i R independentment del valor de a.



