Problema 4 model 1 juliol 2024 llles Balears (geometria MAT).

P4. — Siguin les rectes
T4 2y =—1 -1
T:{Lty i s:a;+l=—y =z.

Calcula:

(a) [5 punts] La posicié relativa de les dues rectes. Es a dir, si sén coincidents, paral-leles, es tallen, o
s’encreuen. En els darrers dos casos, especifica si ho fan perpendicularment.

Per determinar la posicio relativa de les rectes 7 i s en |'espai tridimensional, hem de calcular
diverses caracteristiques de les rectes, com les seves direccions i posicions, | després veure com es

relacionen.

Les rectes donades son:

1. Recta r:
x4+ 2y = -1
z—1

2. Recta s:
r+1=2A
y—1=2A
2= A

Pas 1: Reescriure les rectes en forma parametrica
1. Recta r:
e Fixem z — 1, i substituim en I'equacié = + 2y — —1:
r——1-—2y

Per tant, la forma parameétrica de 7 amb y — £ com a parametre és:

z—=—-1-2t
Rectar: {y—1¢
z=1

On 1 és el parametre.



2. Recta s:

La forma parameétrica ja és evident a partir de les equacions donades, amb A com a parametre:

r=-—-14+A
Rectas: {y—1+2A
z=A

Pas 2: Trobar la direccio de cada recta
1. Direccio de la recta r:
La direccio de la recta r pot ser extreta dels coeficients de {:
Vector direccié de r = (—2,1,0)
2. Direccio de la recta s:

La direccid de la recta s és el vector associat a A:

Vector direccid de s = (1,2, 1)

Pas 3: Verificar si les rectes son paral-leles

Les rectes son paral-leles si els seus vectors direccio son multiples un de I'altre. Compararem els

vectors direccid de les dues rectes:
(-2,1,0) i (1,2,1)

Podem veure que no hi ha un factor com( que multipliqui un vector per obtenir I'altre, aixi que les

rectes no son paral-leles.



Pas 4: Comprovar si les rectes es tallen

Les rectes es tallen si existeix un conjunt de valors per t i A tal que les coordenades (z, y, 2)

coincideixin en ambdues rectes. Igualem les coordenades de les dues rectes:

—1-2{=-14+ A
t =1+ 2\
1=2A

Resolguem aquestes equacions:
1. Delequacié 1 — A:
A=1

2. Substituim A — 1 a les altres dues equacions:

e Perlequacid —1 — 2t = —1+4+ A

-1-2t=-141 — -2t=0 = t=10
e Perlequaciot — 1+ 2A:
0=1+2-1 — 0 =3 (inconsistent)

Aixi, les rectes no es tallen, ja que no hi ha una solucio consistent per £ i A.

Pas 5: Verificar si les rectes son perpendiculars

Les rectes es tallen perpendicularment si el producte escalar dels vectors direccic és zero.
Producte escalar = (-2,1,0) - (1,2,1) = (-2-1)+(1-2)+(0-1) = -24+24+0=0

El producte escalar és zero, aixi que les rectes son perpendiculars.

Conclusio
Les rectes:

e No sén coincidents.
e No son paral-leles.
e No es tallen en un punt comu.

Aixo significa que les rectes s'encreuen. En aquest context, si les rectes sén perpendiculars perd no es tallen,
aixo vol dir que les rectes no es toquen i no hi ha cap punt comu on es tallen.



(b) [5 punts] L’equacié del pla que és paral-lel a les dues rectes r i s, i passa pel punt A = (2,2,1).

Per trobar I'equacio del pla que es paral-lel a dues rectes r i 5 i passa per un punt donat, necessitem

seguir aquests passos:

1. Trobar els vectors directors de les rectes r i s.
2. Obtenir un vector normal al pla utilitzant el producte vectorial dels vectors directors.

3. Utilitzar el punt donat i el vector normal per trobar I'equacio del pla.

1. Trobar els vectors directors de les rectes:

* Rectar:
r=—1-—2¢
y—=1
z=1

El vector director de r és d,, — (—2,1,0).

e Recta s:
r— —1+ A
y=1+42A
z= A

El vector director de s és -:E;f =(1,2,1).



2. Trobar el vector normal al pla:

El vector normal al pla és el producte vectorial de d, i d. Calcularem el producte vectorial 11 —

d, x d:

—+

d. = (-2,1,0)
d, = (1,2,1)
El producte vectorial és:
e gk
n=d.xd;=1-2 1 0
1 2 1

Calculem el determinant:

n=1(1-1-0-2)—7(-2-1—-0-1)+k(—2-2-1-1)
i—=i(1) — j(—2) + k(-4 —1)
fi = i(1) + j(2) — k(5)

i = (1,2,-5)



3. Equacio del pla:
Utilitzem el vector normal 1 = (1,2, —5) i el punt A = (2, 2, 1) per trobar I'equacio del pla.
L'equacid general del pla és:
a(x —xg) +bly —yo) + ez —2) =0

On (a, b, ¢) sén les components del vector normal i (g, Yo, 29) és el punt donat. Substituim

(LL, EJ.. C) = (1,2, —5) i (:Bu,y{}, Z"} = (2,2, ]_}:
{x—2)+2(y—2)—5(z—1)=0
Simplifiqguem:

r—24+2y—4-5245=10

r+2y—5z—1=20

Resposta

L'equaci6 del pla que és parallel a les rectes 7 i s i passa pel punt A = (2,2, 1) és:

r+2y—5z—1=20



