Problema 5 juny 2024 Pais Valencia (analisi MAT).
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Problema 5. Siga la funcio f(x) = —x en que k és un parametre real. Es demana:

a) Obtenir el domini i les asimptotes de f(x). (3 punts)

Donada la funcié f(z) = ;-5 on k és un parametre real.

a) Obtenir el domini i les asimptotes de f(x)

Domini de f(x):

La funcid f(z) — :“—i esta definida per a tots els valors de & reals, ja que no hi ha cap valor de

que faci que el denominador sigui zero o que presenti una indeterminacio. Aixi doncs, el domini de
flzx) és:
Domini = R

Asimptotes de f(x):

Per determinar les asimptotes, analitzem el comportament de la funcid quan & tendeix a 400 | —o0.

1. Asimptota horitzontal:
Per trobar una asimptota horitzontal, calculem el limit de f(x) quan  tendeix a +00 i —oo:

e Quanx — +0o0
kx

. - i
im, o o = lim, 50 o5
Fem servir la regla de 'Hospital perqué tenim una indeterminacio = :
. kx : k

im, o = lim, s 55 =0

Per tant, y — 0 és una asimptota horitzontal quan @ — +oc.



e Quanx — —0o:
kx

. - :
im, , o oz = lim, s o %

@

Observem que el denominador e~* creix exponencialment mentre el numerador kx decreix

linealment. Aixo fa que el quocient tambe tendeixi a zero:

k.z:_ﬂ

lim, o o5
Per tant, y — () també és una asimptota horitzontal quan & — —oc.
2. Asimptota vertical:

Per comprovar si hi ha alguna asimptota vertical, cal veure si existeix algun valor de « on la
funcid no esta definida o tendeix a =00. En aquest cas, no hi ha cap valor de & per al qual la

2z

funcid no estigui definida, ja que e mai no és zero. Aixi doncs, la funcid no té asimptotes

verticals.

3. Asimptotes obligiies:

Per determinar si hi ha asimptotes obliglies, hem d'analitzar el comportament de la funcié quan
x tendeix a =00 i veure si podem expressar f(x) en la forma y = ma + b per algun valor de

mib.

En general, una asimptota obliqua es dona si el limit seglient és finit i diferent de zero:

lim, ..o (f(z) — (mz+ b)) =0
Analitzem el comportament de f(x) perz — oc:

o Comiir — OO0

lim, .., £ =0
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Com f(xz) — 0 quan & — o0, no hi ha cap terme lineal dominant a la funcio, la qual cosa

significa que no hi ha una asimptota obliqua quan & — oc.



¢ Quan T — —0o:

lim, . o2 =0

Similarment, quan & — —o0, f(x) també tendeix a 0, el que significa que no hi ha cap

terme lineal dominant que indiqui la preséncia d'una asimptota obliqua.

Resum final:

* Dominide f(z): R

e Asimptotes horitzontals: y — ()
e Asimptotes verticals: No n'hi ha

e Asimptotes obligtlies: No n'hi ha

b) Estudiar els intervals de creixement 1 decreixement de f(x) 1 els seus maxims 1 minims. (5 punts)

Donada la funcié f(x) = é”-f—;, on k és un parametre real, calculem la derivada de f(x):

Utilitzem la regla del quocient per derivar:

(6™ k) —(kz-26™)

f;(.[‘.) — (e™)?
f‘r[:.[‘.) _ kﬁ-lr—ll&rk.z:ﬁ'?"'
f’(:ﬂ) _ ke?’[ﬁll_—:zm}
f;[:.[‘.) _ k[ljzmj

Ara trobem els punts critics de f(z) resolent I'equacié f'(z) = 0:

k(1-2z) _
k(1 —2z) =0
1—2x=10
o1

2



Aquest és I'Unic punt critic de f(z). Ara, analitzem el signe de f'(x) a cada costat d'aquest punt

critic per determinar els intervals de creixement i decreixement depenent del valor de k.

e Perk =0

(=1

o Perg <

fﬂ'(m) _ k(l—:ﬁ.z::l

g2

1

Siil‘.{i

1 — 2z = 0. Aixi, f’(z) > 0,ila funcié és creixent en aquest interval.
L
* Perx > 3

f!(m) _ kl:l—li.)].z::l

gas

Six > é, 1— 2z < (. Aixi, f’(m} <2 (), i la funcié és decreixent en aquest interval.

Aixi doncs, per k = 0, f(x) és creixent en (—o0, %] i decreixent en (é, +00). El punt . — %

s un maxim relatiu.
e Perk < ()

e Perx < %

f;(-f-) _ k[l—l':j.r:l

e

1

Six < 3 1—2x = 0. Aixi, ff(m) < (), i la funcid és decreixent en aquest interval.

e Perx = %

f;(-f-) _ k[l—l':j.r:l

e

Six > % 1—2x < 0. Aixi, ff(m) = (), i la funcid és creixent en aquest interval.

Aixi doncs, per k < 0, f(x) és decreixent en (—o0, %) i creixent en (ﬁ, +00). El puntz = %

&5 un minim relatiu.



e Perk —10:

En aquest cas, f(z) = %2

T — (). Per tant, la funci® és constantment zero.

» La funcio és constant f(z) — 0 en tot I'interval (— oo, +00).

* Mo hi ha maxims ni minims relatius.

Per determinar si el punt critic # = 5 és un maxim o un minim, observem el canvi de signe de la

derivada:

P - s . - . 1 1 W . .
e Sik = U, f (.E) canvia de pGSItILI a HEQETIU en @ 3 per tant, T 3 &5 un maxim relatiu.

e Sik < 0, f'(z) canvia de negatiu a positiu en & = é, per tant, @ — % €s un minim relatiu.

o Sik — 0,lafuncid és constant i no té maxims ni minims relatius.

Per trobar el valor de la funcio en aquest punt critic:

Resum final:

e Perk = ()

e Intervalls de creixement: (—o0, 1)
¢ Intervalls de decreixement: (%, +00)

e Maxim relatiu: ¢ — % amb valor f (%) = %

e Perk < 0O

* Intervalls de decreixement: (—oo, %)

e Intervalls de creixement: (3, +00)

e  Minim relatiu: & — % amb valor f (
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e Perk —10:

* Funcié constant: f(xz) — 0 en tot l'interval (—oo, +00)

* Mo hi ha maxims ni minims relatius.



c) Justificar que la funcid sempre s’anul-la en algun punt de I'interval [-1. 1]. (2 punts)

Per justificar que la funcio f(z) — f&% s'anulla en algun punt de l'interval [—1, 1], utilitzarem el

teorema de Bolzano, que estableix que si una funcio continua canvia de signe en un interval tancat,

llavors existeix almenys un punt en aguest interval on la funcié s'anul-la.

Teorema de Bolzano

El teorema de Bolzano diu que si f és una funcié continua en l'interval [a,b] i f(a) - f(b) < 0,

aleshores existeix almenys un punt ¢ en (a, b) tal que f(c) = 0.

Aplicacié a la funcié f(z)

La funcié f(z) = fi”-,% és continua en tot [, ja que esta definida per a tot .

Considerem els valors de f(z) en els extrems de l'interval [—1, 1]:

f(-1) =X — b kg2

f) =72 =%
Analisi dels signes

e Sik =0

. f[:—].) = —kEE < 0

.
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e Sik—10:

o f(z)=0peratotz

En els casos en qué k # 0, veiem que f(—1) i f(1) tenen signes oposats. Aixo implica que f(x)

canvia de signe en l'interval [—1, 1].



Conclusio

Per k 7 0, com que f(x) és continua i canvia de signe en I'interval [—1, 1], pel teorema de

Bolzano, hi ha almenys un punt c en [—1, 1] tal que f(c) = 0.
Per k = 0, la funcié f(x) = 0 en tot I'interval, per tant també s'anul-la en tots els punts de [—1, 1].

Per tant, hem demostrat que la funcié f(z) = %‘% s'anul-la en algun punt de l'interval [—1, 1] per

qualsevol valor de k.



