Problema 5 model 2 juny 2024 llles Balears (analisi MACS).

P5. — Segons un model, la poblacié d'una determinada ciutat, p (en milions d’habitants), depen del
temps que ha passat, t (en anys), des del comencament de ’any 2000, segons la relacié

1

t):ma per a t > 0.

o

Et proporcionam la segiient informacid, que pots utilitzar si ho consideres oportu:

, 24. 6—0.23
p(t) = 0.26)2°
(L+3-€ )

/p(t] dt =20-1In (80.2t + 3) + C, per a qualsevol constant C € R.

a) Quina poblacié teniem al comencament de 'any 2000 (és a dir, per a ¢ = 0)? Quin any varem
tenir exactament 2 milions d’habitants? (3 pt)

a) Poblacio al comencament de I'any 2000

Per trobar la poblacié al comengament de I'any 2000, hem de calcular p(0). Segons la férmula

donada:

p(t) = rgem

Substituim £ = 0:

p(0) = H_—ij—ﬂ"'i

p(0) = =

p(0) = =51

p(0) = 3

p(0) = 1 milié d’habitants

Per tant, al comencament de I'any 2000, la poblacid era de 1 milié d’habitants.



Quan la poblacio era exactament 2 milions

Volem trobar el valor de ¢ tal que p(t) = 2. Utilitzem la férmula de p(t):

1 __ 9
i

Resolem aquesta equacio per ¢:

4=2-(1+3 %%
4=246. 0%
4—-—2—6- E—I].Ef.

»— 6 - E—H._Et
% _ E—[I._Ef

5]

1 _ E—H._zf

Prenem el logaritme natural a ambdues bandes:

In (3) = -0, 2t
—In(3) = —0,2¢

In(3) = 0,2¢

_ In(3)
t 0.2

Calculant aquest valor:

_ In(3) __ 10086 _
t 02 ~ 02 7 5,493

Aixi que la poblacio va arribar a 2 milions aproximadament 5,493 anys despres de I'any 2000, el que

correspon aproximadament a 'any 2005.



b) En quins intervals la poblacié augmenta? En quins disminueix? (3 pt)

Per determinar en quins intervals la poblacic augmenta o disminueix, hem d'analitzar la derivada
p'(t) de la funcié p(t). La poblacié augmenta quan la derivada és positiva i disminueix quan la

derivada és negativa.

La funcid poblacicnal donada és:
p(t) = Trgem

| la derivada proporcionada és:
p(t) = b,

Analitzem aquesta derivada:

1. Significacio de la Derivada
La derivada p"[t) ens indica com canvia la poblacic amb el temps:
e Si p"(t} > (), la poblacié augmenta.
» Sip/(t) < 0,la poblacié disminueix.
En el cas de la funcié proporcionada, p'(¢) té la forma:
246"
p'(t) = iz
2. Analisi de p'(t)

1. Exponent e 2t

—0.2t —0.2 -

e Eltermee és sempre positiu per a qualsevol valor de t > 0 perqué e = () en tot

moment.



2. Denominador:

» Eldenominador (1 + 3 - E—{].:zt):z és tambe sempre positiu, ja que és el quadrat d'una

suma de termes positius.

3. Numerador:

» El numerador 2,4 - e "% és positiu, ja que e "% és positiu i 2, 4 és positiu.

Aixi, la derivada p(t) és sempre positiva per a qualsevol £ = (.

3. Conclusio

e Intervals d'augment: La derivada pf(t) és positiva per a tots els £ = (. Per tant, la poblacié

augmenta en l'interval [0, oc).

* Intervals de disminucié: La derivada p'(t) no és negativa per a cap valor de £ = (. Per tant, no

hi ha intervals en que la poblacio disminueixi.

c) A que tendeix la poblaci6 de la ciutat a llarg termini? A queé tendeix el ritme de creixement de

la poblacié a llarg termini? (4 pt)

Per analitzar el comportament a llarg termini de la poblacid i el ritme de creixement, hem de

considerar els limits de p(t) i p'(t) quan t tendeix a l'infinit,

Comportament a llarg termini de la poblacio

La funcid de poblacio és:

P(t) = T

Per trobar el limit de p(¢) a mesura que ¢ tendeix a l'infinit, calculem:

limy .~ p(t)



—0,2¢

Observem que quan £ tendeix a l'infinit, e tendeix a 0. Aixi, la funcio es simplifica:

lim; . p(t) = ﬁrﬁ-

limy . p(t) = 1—45:-11

lim; . p(t) = %

lim; ... p(t) = 4
Per tant, a llarg termini, la poblaci¢ de la ciutat tendeix a 4 milions d’habitants.

Comportament a llarg termini del ritme de creixement

El ritme de creixement de la poblacié és donat per la derivada:

P.f l:f) _ 2,4-¢""%

Per trobar el limit de p’{t} a mesura que t tendeix a l'infinit, calculem:
lim; . p'(t)

Quan t tendeix a l'infinit, e =" tendeix a 0. Aixi, la funcié de la derivada es simplifica com segueix:

fegn 2470
im¢ o P'(E) = qigemay

! 2,40
11[ﬂt_.;1 P t) = =302

Per tant, a llarg termini, el ritme de creixement de la poblacio tendeix a 0.

Resum
¢ La poblacié de la ciutat tendeix a 4 milions d'habitants a llarg termini.

e El ritme de creixement de la poblacio tendeix a 0 a llarg termini.



