Problema 1 B juliol 2025 reserva Pais Valencia (algebra MACS).

Problema 1. B. Considerem les matrius:
2 1 0 1 2 1 1 0 1
A=(3 5 21,B=10 4 2)i(3=(3 2 2
1 3 1 2 1 0 0 1 0

a) Calcula el producte ACt, on C* és la matriu transposada de C. (0,75 punts)

a) Calcula A C"

1. Transposada de C":

Ty
|
=
LS by Lo
= = D

(les columnes de C' passen a ser files).

2. Multiplicacié A C*. Fem cada entrada com a producte escalar (fila de A - columna de C*):
Fila1de A =(2,1,0).

e (1,1): (2,1,0)-(1,0,1)=2-1+1-04+0-1=2.

e (1,2): (2,1,0)-(3,2,2)=2-3+1-240-2=6+2=28.

e (1,3): (2,1,0)-(0,1,0)=2-0+1-140-0=1.

Fila2 de A = (3,5, 2

e (2,1): (3,5,2)(1,0,1)=3-1+5-0+2-1=3+2=5.
2)-(3,2,2)=3-3+5-242-2=94+10+4 = 23.
2

(0,1,0)=3-0+5-14+2-0=5.

)
)
.« (2,2): (3,5,2)
« (2,3): (3,5,2)
)

)

)

)

Fila3de A =(1,3,1).
« (3,1): (1,3,1
« (3,2): (1,3,1
« (3,3): (1,31

(1,0,1)=1-1+3-0+1-1=1+1=2.
(3,2,2)=1-343-241-2=3+6+2—11.
(0,1,0)=1-043-14+1-0=3.

Per tant:

2 8 1
Act=1|5 23 5
2 11 3




b) Determina la inversa de la matriu B — A. (1,25 punts)

b) Calcula (B — A) ! (inversade B — A)

1) B — A (resta element a element)

1-2 2—-1 1-0 -1 1 1
B-A—1]10-3 4-5 2-2|=1-3 -1 0
2—-1 1-3 0-1 1 -2 -1

Anomenem M :(— B — A.

2) Determinant de M (expansid per la primera fila)

detM) = (1) | = O o 0
e{)(_}—z —1| -1 1 =2
Caleculem els menors 2x2:
-1 0
. 9 1 —{—l](—l}—ﬂ{—?}—l,
-3 0 .
- |7 =3 -01=3
-3 -1
e | =) - (- 1=6+1=7.
Per tant:

det(M)=(-1)-1—-1-3+1-7=-1-3+7=3.
Com que det(M) = 3 # 0, M és invertible.

3) Matriu de cofactores (menors amb signe)

Calculem el cofactor C;; = (—1)""7 det(menor ;;) per a cada posicié.

(Es mostren els menors i el cofactor resultants)



« Cn
« Cp
« Ci3
= Oy
= Co
= Co
= Cn
o Oz
o O

. menor

2 . menor

4 © menor

. menor

2 . Menor

4 : minor

. menor

o .« Mmenor

3 : menor

_01 —l:Ull = +1.

0 .
T 3=C9 = —3 (sign —).
-1

_9 = T:@Cl;; = +7.

1 .

4| T 1=C9 — —1 (sign —).
1

1 = ﬂ:ﬁ(jzg — (.

1 :

_2‘ = 1=C9 — —1 (sign —).
L _ 1=204 = +1

ﬂ ~+31 .

1 .

{]‘ = 3= Cy9 = —3 (sign —).

1

_1‘ = 4=#C;;;; = +4.

La matriu de cofactores (sense transposar) és

Cof(M) = | -1

4) Adjunta i inversa

L'adjunta és la transposada de la matriu de cofactores:

Finalment,

adj(M) = Cof(M)' =



e

(Comprovacié rapida: (B — A) - (B — A)™! = I3)

-1

det(DM)

1
adj(M) = -

(B-A4)"=




c) Obtin la matriu X que satisfa I'equacidé X4 + ¢ = X'B, on Xt és la matriu transposada
de X. (1,5 punts)

c) Troba X tal que XA + C = X'B

1. Reordenem l'equacic per agrupar Xt
X'A+Cc=X'B — X'A-X'B=-C.
Factoritzant X! per la dreta:
X'(A-B)=-C.
2. Comque A— B = —(B — A)i B — A és invertible, multipliquem a la dreta per (4 — B) ™"
X'=—-Cc(A-B)"
Perd (A — B)™! = —(B — A)7, aixi que els dos menys es cancellen:

X'=c(B-A)™.

3. Ja coneixem (B — A]_l de l'apartat anterior; multipliquem C' per aquesta inversa. Fem cada entrada
de X' com a producte escalar (fila de C - columna de (B — A}_l].

Recordatori:
1 1 1
3 T3 3 1 01
(B-A)t=]-1 0 -1/, C=13 2 2
7 _1 4 01 0
3 § 3

Fem-ho fila a fila de ("
* Fila1deC =(1,0,1).
o (XHu=(1,0,1)-(3,-1,3)=1-3+0-(-1)+1-7=5"=23

o (X9 = (1,0,1)- (- 3,0,
. [Xf'}l;;_(l,ﬁ,l)'(%,—l,%)_%-l-ﬂ—'—:

5.

. t: (8 25
Per tant fila 1 de X és (ﬁ:_ﬁ-.ﬁ)-



» Fila2deC =(3,2,2).

o (X9 = (3,2,2

o (X9 = (3,2,2

o (X193 = (3,2,2

Fila 2 de X! és(%,—g,g).
* Fila3de C =(0,1,0).

T 1 'F‘ 14 J—6+14 11

=3 (- §}+2 042 (- N=-1+0-2=
1
3

4 J—6-8
‘+2 ( }+2 —1_1—24“— T =

LS N il
.--—'-‘.
lon

wlen |

o (X%31 =1(0,1,0)- (l; -1,5) = -1
¢ l Iy
. (Xf}:m— (0,1 0) - (_1 -1,3) = -1
Fila3 de X' és(—1,0,—1).
Per tant
8 _2 a
3 3 3
t_ | 1 5 5
X 3 T3 3
-1 0 -1
Finalment, X és la transposada de Xt
8 11
3 3 1
_ 2 5
X -3 —3 0
3 3 1

(Comprovacié: substituint a I'equacié original es verifica que X*A + C = X'B))



