Problema 2 A juny 2025 Pais Valencia (analisi MACS).

Problema 2. A. Es considera la funcio:

1+ x?
si 0<sx<4
1+x
foo = 2x+4  si 4<x<8
3x+60—x? si 8<x<9
Es demana:
a) Estudiar la continuitat de la funcidé en l'interval [0,9]. (0,75 punts)

a) Continuitat en [0, 9]

1+ z?
1. Primer tram: .Peral < x < 4 el denominador 1 4+ & no és zero (ja que = 0), aixi que és
+
continua en tot [0, 4).
1+0
Valorenz = 0: f(0) = —— =
FO) =1

Observacio atil: fent divisio entera

que confirma continuitat interior del tram.

2. Segon tram: 2z + 4 és polinomia => continua en [4, 8). Ax — 4 el valor d'aquest tram és f(4) — 2 -
4+4=12

3. Tercer tram: 3 + 60 — x? és polinomi => continua en [8,9). Ax — 8 el valor és f(8) = 3-8 +

60 — 8% =24 + 60 — 64 = 20,iaz =9 f(9) = 27 + 60 — 81 = 6.

Comprovacions als punts de canvi:

. , . 1422 1416 17 .
* Az — 4: limit pel costat esquerre (usant el primer tram) lim = = = 3,4. Perd

r—4- 14 x 1+4 2
f(4) = 12. Hi ha una discontinuitat de salten & — 4.

o Az —=8lim, .5 (2z +4) =20i f(8) = 20 (del tercer tram), per tant és continua z = 8.

* Ax — 0iz — 9no hihaproblemes (extrems tancats).

Conclusié: f és continua a tot [0, 9] llevat de z — 4, on té una discontinuitat de salt.
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b) Estudiar el creixement i decreixement de la funcié en l'interval [0,9]. (1,5 punts)

b) Creixement i decreixement a [0, 9]
Calculem la derivada en cada tram.

1. Per(Q) < o < 4:

2 () =1 2
f(m}_:ﬂ_l—l_m——l—l =  f(z)=1 @)

Anullem f'(z) = 0:

2

Només interessa la solucié dins [0, 4), que és

2] = —1 +v2 ~ 0,41421356.

Signe de f:
s Perl0<az<zp(z+1)2<2=22/(z+1)? > 1= f'(z) < 0 (decreixent).
o Perzy < x < 4 f'(x) > 0 (creixent).
A x — x1 hi ha un canvi de signe de negatiu a positiu — minim local en aquest tram.
2. Perd <z < 8 f(z) = 2z +4 = f'(x) = 2 > 0. Pertant el tram [4, 8) és estrictament creixent.
3. Per8 <z < 9: f(z) = 3z + 60 — x® = f'(x) = 3 — 2z.
o Perz e [8,9,3— 2z <3—16—= —13 < 0. Aixi que és estrictament decreixent en [8, 9.

Resum de monotonia:

* Decreixenta [0, —1 + '\.@)
s Creixenta (—1+ v/2, 4).

* (Salt discontinuax — 4))

» Creixenta [4, 8).

* Decreixenta [8,9].



c) Trobar els punts en qué la funcié arriba al maxim i al minim, i quant val la funcid
en aquests punts. (0,5 punts)

¢) Extrems (maxim i minim) en [0, 9]

Per extrems en un interval tancat cal mirar: punts critics dins de cada tram, i també els extrems del domini i

punts on la funcid esta definida (incloent & = 4, tot i ser discontinu).

Candidats:

» x = () (extrem esquerre): f(0) = 1.
e Punt critic 2; — —1 + /2 (al primer tram): calculem flzy).

2
Usant =z-14+——:
sant f(2) = @ r+ 1

2
f(ml}—(—1+\/§)—1+ﬁ— 2 -24+vV2=2V2-2=2(v2-1).
Numeéric: 2(v/2 — 1) = 0,82842712.
* Puntz = 4: f(4) = 12.
o Puntz = 8 f(8) = 20.
* Extremdretz = 9: f(9) = 6.

Comparant valors:

o f(z1) = 2(v/2 — 1) = 0,8284 (el més petit detectat),

« f(0)=1
« f(9) =6
. f(4) =12

o f(8) = 20 (el més gran).
Conclusio:

 Minim absoluten [0,9] az = —1 + /2 amb valor
fuin = 2(V2 — 1) = 0,828427.

Es també un minim local (canvi de signe de la derivada de negatiu a positiu).
* Maxim absoluten [0,9] ax = 8 amb valor fi, = 20.

A més, ¢ — 8 és un maxim local (derivada positiva a |'esquerra, negativa a la dreta).

Nota: = 4 no és extrem local perqué hi ha un salt: limit per I'esquerra és 3,4 i f(4) = 12, perd la branca

dreta augmenta a partir de 12; per tant 4 no €s extrem.



d) Calcular l'area de la regidé delimitada per aquesta funcid, |'eix 0X, la recta
d’equacid x = 8 i la recta d’equacié x = 9. (0,75 punts)

d) Area de la regié delimitada per la funcid, l'eix OX, z — 8ixz — 9

En linterval [8, 9] la funcié és f(z) = 3z + 60 — 2. Primer comprovem si la funcié és positiva en tot

8, 9]:

les dades f(8) = 20 > 0i f(9) = 6 > 0. La quadratica té arrels aproximades fora de I'interval [8, 9], per
tant f(z) > 0 atot [8,9]. L'area demanada és

f)
Area — f (3:5 + 60 — 3:2) dr.
H

Calculem:

32+ 60— 22)dr = —12° + 327 L 602,
( 3 3

Avaluantde 8a 9,

e 9 837 1216 79
Area — [—%:ﬂ‘i+%mz+ﬁﬂm]ﬂ— 5 3 : 6

=]
=]

Per tant |'area és unitats quadrades (aprox. 13,1667).
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