Problema 2 B juny 2025 reserva Pais Valencia (analisi MACS).

Problema 2. B. Es considera la funcio:

X
1—x2

o) =

Es demana:

a) El seu domini i els punts de tall amb els eixos coordenats.

Donada
T
x) = - — &,
fla) = —

primer simplifiquem per treballar més comodament:

r — (z — %) ¥

f(‘f] - 9 - 0"
l1—=x 1—=z

a) Domini i punts de tall

e Domini: el denominador no pot ser zero, 1 — x’ 7 (). Per tant

D=R\{-1, 1}.

» Tall amb l'eix z (zeros): f(z) = 0 <= 2% = 0 — x = 0. Punt de tall: (0, 0).

e Tallamb l'eix y: f(0) = 0 — el mateix punt (0,0).

Observacié: f és imparella (odd), ja que f(—x) = — f(x).

(0,5 punts)



b) Les asimptotes horitzontals i verticals, si n'hi ha. (0,5 punts)

b) Asimptotes
* \Verticals: on el denominador s'anula, + — 1. Cal estudiar els limits laterals:
sz 128 51,1 -2?2 50" = f(z) = +o0.
s z—101—-2* =0 = f(z) = —oc.
s oz — -1t 5 1,1 -2 507 = f(z) = +oc.
s oz —1T1—-2% 50" = f(z) & —x.
Resum: asimptotes verticalsax — —1 iz = 1, amb comportaments:

lim f(z) = 400, lim f(z)= —o0,

r——1- r——17
lim f(z) = 400, lim f(z) = —o0.
r—1- r—1*
* Horitzontals / obliqiies: cal estudiar & — £ o0©. Amb la forma simplificada:

:E'i T

flz) =

l—=x

Per tant

lim (f(z)+ x)= lim (— - )—ﬂ'.

T—=0c r—=0C 2 1

Hi ha una asimptota obliqua: y — —x. No hi ha asimptota horitzontal.



c) Els intervals de creixement i decreixement, i els maxims i minims locals, si n’hi ha.
(2 punts)

c) Derivada, monotonia i extrems locals

Calculem la derivada (més facil a partir de la forma z /(1 — @*) — a):

r_i( T )_[l—:ﬂz}—:ﬂ{—ﬂ:r}_ 1+ z?

dr \ 1 — 22 (1 — z2)2 (1—a2)2
Per tant
14+ 2 1+ 2 1 — 242
e Ll
(1— 22) (1— a2)?
Expandint i simplificant s'obté

flay=2E-2)

—a

Zeros i punts no definits:
» Derivadazero quan 22(3 — 2?) = 0=z = Doz = ++/3.

* Derivada no definida en x — =1 (fora del domini).

Comportament del signe (el denominador és sempre positiu a la part del domini):
o Silz| < V3iz#0,3—-22>0= f'(z) = 0 (creixent).
o Silz| > V3.3 -2 <0 = f'(z) < 0 (decreixent).

o Enz =0, f/(0) = 0 perd la funcié és creixent a I'esquerra i a la dreta (no canvi de signe).

Per tant, separant pels punts critics i les asimptotes verticals (i recordant I'ordre numéric —oo < —\/E <
—1<0<1< /3 < )

* [ ésdecreixenten (—oo, —\/E)

* f éscreixenten [—\/ﬁ, —1).

« [ éscreixenten(—1, 1).

o [ éscreixenten (1, V’E}

* f és decreixent en (\/‘1 00 ).

(Aquesta descripcio reflecteix els canvis al voltant de les asimptotes; es pot també agrupar com a “creixent

en (—\/E.I \/g} exceptuant -1i 1", i decreixent fora d'aquest interval.)



Extrems locals (on hi ha canvi de signe de f'):

s T = —\/ﬁ: f' passa de negatiu a positiu = minim local.

s

o x = 0: f'(0) = 0 perd no hi ha canvi de signe (creixent a I'esquerra i a la dreta) = punt estacionari

sense extrem (punt d'inflexié amb tangent horitzontal).

o =13 f' passa de positiu a negatiu = maxim local.
pva - WAL s 3
Y1-3 0 2 2
(Observa la simetria imparella: f{—ﬁ} — —f(ﬁ}}




d) La representacié grafica de la funcidé a partir dels resultats obtinguts en els

apartats anteriors.

d) Indicacions per a la representacio grafica
Elements clau per dibuixar y = f(x):

* Domini R\ {—1,1}.
o Zeroitalleny: (0,0).

(0,5 punts)

* Asimptotes verticals: x — —1 i & — 1 (amb comportaments de limit indicats abans).

* Asimptota obliqua: y = —x.

* Monotonia: decreixent en (—DU.I —ﬁ} creixent en [:—\/E, —1}, creixent en (—1, 1), creixent en

(1, v@), decreixent en (\/ﬁ, oo).

s Extrems locals: minim a £ = —+/3 amb valor f(—+/3)

33

34

rmaximaax — \/E amb valor

f(v/3) = - — punt estacionari a (0, 0) sense extrem.

* Simetria: funcic imparella respecte |'origen (rotacid de 180°).

Amb aquests punts i rectes com a guia (marcant tambeé el signe dels limits apropdex — =l ilarectay —

—i com a guia per les branques llunyanes) es pot fer un esbos acurat.

Y



