Exercici 4 opcio B série 1 juny 2026 Catalunya (geometria MAT).

OPCIO B
Considereu els punts de I'espai P=(1,0,-1), Q=(3,-2,0)iR=(1, 1, 1).
4.1. Calculeu I'equacié del pla que conté els punts P, Qi R.
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41.

Comencem trobant els vectors ﬁj =(2,-2,1)i PR = (0,1, 2). El vector normal al pla
buscat és

Tk
n=PQ XPR=|2 -2 1|=—4i+2k—i—4j=(-5-42).
0 1 2

Aixi doncs el pla buscat té equacié de la forma 5x + 4y — 2z + D = 0. Substituint les

coordenades del punt R a I'equacio anterior deduim D = —7 i, per tant, 'equacid
buscada és

m: 5x+4y—2z2—7=0.
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4.2. Comproveu que I'area del triangle APQR és =X~ ;.
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i pensem el triangle APQR amb base P(Q, aquesta mesura

d(P,Q) =B —-1)2+(-2—-0)2+(0+1)2=+9=3.
Per altra banda, la recta PQ té equacio
(x,v,2) =(1,0,—1) + A(2,—2,1) = (1 + 24, —24, -1+ 1),

i vector director (2, —2,1). Per tant, el pla perpendicular que passa per R té equacio de
laforma2x -2y +z+D=0,amb2-2+1+D =0 — D = —1. | la projeccic de R

sobre la recta PQ sera la interseccié del pla 2x —2y +z — 1 = 0 amb la recta PQ, és a
dir

214+ 24) —2(-20)+(-14+A)—1=0 —94=0 — A=0,

és el punt (1,0, —1) (és casualitat que sigui P; aixd vol dir que I'angle RPQ és recte).
Aixi I'area del triangle APQR és

base - algada d(P,Q)-d(P,R) 3-(1-1)2+(1-0)2+(1+1)?
2 B 2 B 2
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Area(PQR) =

2

Alternativament, també podem calcular I'area més rapidament, aprofitant el producte
vectorial de I'apartat anterior i la férmula

;PG x PR =3 V57 + (47 +22 = Va5 = 3 VB,



4.3. Determineu les condicions que han de complir les coordenades d’un quart punt S =(x; y, z)
per tal que P, Q, Ri S formin un tetraedre de volum 1. (El volum del tetraedre format pels

punts P, Q, Ri S és: volum(PQRS) = area(APQR)-altura .
[1 punt] 3
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4.3.

El volum del tetraedre determinat pels punts P,Q,R, S és

R 3v5
Area(PQR) - alcada \TF -d(S,m)

Volum(PQRS) = 3 3

Com que la distanciadel punt S = (x,y,z) al plam:5x + 4y —2z—7 =0és

|5x + 4y — 2z — 7| B |5x + 4y — 2z — 7|

a(s,m) = J52 + 42 + (-2)2 V45 ’

el lloc geometric dels punts S tals que el tetraedre format per P, Q, R, S tingui volum 1 ve
donat per

3V5 |5x +4y — 2z —7|

2 3+/5
3

=1,

5x + 4y — 2z —7 = 16,

és a dir, sén dos plans paral-lels al pla m, d’equacions

S5x+4y—2z—1=0, i GSx+4y—2z—13=0.



