Problema 2 2 juliol 2026 reserva Pais Valencia (algebra MAT).

2.2 Les matrius quadrades que verifiquen que la seua inversa és igual a la seua transposada es diuen matrius

ortogonals.
0 0 1
2.2.1 (0.75 punts) Comprova que la matriu 4 = (1 0 0) és una matriu ortogonal i calcula A38 i (AAT)37,
0 1 0
on AT és la matriu transposada de A.
Tenim la matriu
A=
0 0 1
1 0 0
0 1 0

Recordem que una matriu és ortogonal si:
A= AT

Equivalentment:

2.2.1. Comprova que A és ortogonal i calcula A*® i (AAT)**

Pas 1. Calculem la transposada

La matriu és:

A=

= = O
= R
= o =

Per tant, la transposada és:



AT =

0 1
0 0O
1 0
Pas 2. Comprovem que és ortogonal
Calculem A - AT
0 0 1
AAT =1 0 0
0 1 0
Multipliquem:
1 0
AAT =10 1
0 0
Per tant:
A-A= |

i aixo implica que:
A= AT
Per tant:

A és una matriu ortogonal.

o = o

- o O

el = i =]

o O =

o= O



Pas 3. Calculem A%®

En lloc de multiplicar 38 vegades, busquem el periode de la matriu.

Calculem A
0 0 1 0 0 1
A2=|(1 0 0| ([1 0 0O
0 1 0 0 1 0
Obtenim:
0 1 0
A2=10 0 1
1 0 0
Ara multipliquem per A:
A3 = A%A
0 1 0 0 0 1 1 0
A=10 0 1)1 0 o)=1[0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
Per tant:
A3 =

Aixo és molt util.
Com que:

38=3-12+2



tenim:

Com que A’ = |:

Per tant:

Pas 4. Calculem (AA")*°

Ja hem comprovat que:
AAT = |

Per tant:

i sabem que:

" =1

AES _ A3~12+2

A.’iﬁ (AE)IEAE

AEE — IIEAE — AE

=

o a

|
—_— O O
o I I
= = O

(AAT)B’EI _ I."L':J'




Per tant:

Resultat 2.2.1

1 0 0

(AAT? =1(0 1 0

0 0 1
AES:AE

(AAT)? =T




2.2.2 (0.5 punts) Pot ser el determinant d’una matriu ortogonal igual a zero? Justifica la resposta.

2.2.2. Pot ser el determinant d'una matriu ortogonal igual
a zero?

La resposta és:

¥ No.

Justificacio:
Si A és ortogonal:
A= AT

Perqué existisca A™", la matriu ha de ser invertible.

Una matriu és invertible si i només si:
det(A) £ 0
Per tant, una matriu ortogonal no pot tindre determinant zero.
De fet, podem obtenir encara més informacid.
Com que:
AAT =1
prenem determinants:
det(AAT) = det(I)
det(A)-det(AT) =1



| com que:
det(AT) = det(A)
tenim:
det(A)* =1

Per tant:

det(A) = +1

Resposta

No pot ser zero. El determinant d'una matriu ortogonal sempre és 10 -1.



2.2.3 (0.5 punts) Si 4 1 B son dues matrius ortogonals de la mateixa dimensio, analitza si 4-B és tambe una
matriu ortogonal.

2.2.3. S1 A i B sOn matrius ortogonals de la mateixa
dimensio, A-B també és ortogonal?

Si.

Hem de demostrar que A-B és ortogonal.

Com que A i B sén ortogonals:

AT = AT
i
B '=B"
Considerem la matriu:
C=AB
La seua transposada és:
cT = (AB)T

Recordem la propietat:
(AB)T = BT AT
Per tant:

CT — BTAT



Ara calculem la inversa:
C'=(4B)™!
i sabem que:
(AB)'=B'4a"!
Com que A i B sén ortogonals:
-1 — BT AT

Per tant:

c'=ct

Aixo demostra que C = AB és ortogonal.

Resposta

Si. El producte de dues matrius ortogonals de la mateixa dimensié és també una matriu

ortogonal.



2.2.4 (0.75 punts) Troba la matriu X que verifique A2X — 2B = 0,sent

0 3
B = (2 0).
3 4

2.2.4. Troba la matriu X que verifica A°X - 2B = 0

Tenim:
A’X —2B =0
i
0 3
B=12 0
3 4
Primer reorganitzem |'equacid:
A*’X =2B

Com que A és ortogonal, podem aprofitar que:

A1 = AT
l, a més, hem vist que:
AP =1
Per tant:
(421 =4

Multipliquem l'equacié per A per I'esquerra:
A(A%X) = A(2B)

A*X = 2AB

Com que A’ = |:

X =2AB



Pas 1. Calculem A-B

Tenim:

Multipliquem:

Primera fila:

M

Il
e O
= o o
e B e I

=y

I
W o
= O

AB =

= = O

[ i e R

R e T
]
=

(0,0,1) —3

oL o T



Segona fila:

Tercera fila:

Per tant:

(0,0,1) {0 | =4
(1,0,0) |2 ] =0

3
(1,0,0) (0] =3
4

(0,1,0) | 2] =2

3
([}1110) 0]=0
4

= e
L

AB =



Pas 2. Multipliquem per 2

Com que:
X =2AB
tenim:
3 4
X=210 3
2 0
Per tant:
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