Problema 2 B juliol 2026 reserva Pais Valencia (analisi MACS).

Problema 2.B. Es considera la funcio:
2

X —X
F(x) = 1+ x2
Es demana:
a) El seu domini i els punts de tall amb els eixos de coordenades. (0,5 punts)

a) Domini i punts de tall amb els eixos

1. Domini

Una funcié racional no esta definida quan el denominador és zero.
Tenim:

1+x*=0

Pero, com que:

x*=0

sempre es compleix:

1+x*>0

Per tant, el denominador mai és zero.
Aixi:

Dom(f) = R

o, en intervals:

Dom(f) = (-oo, +0)



2. Punt de tall amb l'eix Y

Per trobar el punt de tall amb l'eix Y, fem x = 0:
f(0) = (0*-0)/(1+0% =0
Per tant, el punt és:

(0. 0)

3. Punts de tall amb l'eix X

Per tallar I'eix X necessitem que:

flx) =0

Una fraccio és zero quan el numerador és zero:
x> -x=0

Factoritzem:

X(x-1)=0

Per tant:

Xx=0o0ox=1

Els punts de tall amb l'eix X sén:
(0,0)i(1,0)

Resultat de I'apartat a)
* Domini: R
e Tall amb I'eix Y: (0, 0)
o Talls amb I'eix X: (0, 0)i (1, 0)



b) Les asimptotes horitzontals i verticals, si n'hi ha. (0,5 punts)

b) Asimptotes horitzontals i verticals

1. Asimptotes verticals

Les asimptotes verticals apareixen en els valors que anul-len el denominador.
Hem vist que:

1+x2#0

per a qualsevol nombre real.

Per tant:

No hi ha asimptotes verticals.

2. Asimptota horitzontal

Calculem el limit quan x tendeix a +oo:
lim f(x) = lim [ = x)/(1 + x%)]

Com que numerador i denominador sén polinomis del mateix grau, I'asimptota horitzontal

és el quocient dels coeficients dels termes de grau més alt:
y=11=1
Per tant:

Asimptota horitzontal: y = 1



Una observacio important per al grafic

La funcid pot tallar I'asimptota horitzontal. Ho podem comprovar:
fx) =1
(x> - x)/(1 +x°) =1

¥ —x=1+x

f(-1) =1
Per tant, la grafica passa pel punt:

(=1.1)

gue és un punt especialment util per dibuixar-la.

Resultat de |'apartat b)

* Asimptotes verticals: cap.
* Asimptota horitzontal: y = 1.



c) Els intervals de creixement i decreixement, i els maxims i minims locals, si n’hi ha,
i el valor d'estos. (2 punts)

c) Creixement, decreixement | extrems

Ara necessitem estudiar la derivada primera.
Tenim:

f(x) = (x* - x)/(1 + x%)

Apliquem la regla del quocient:

fi(x) = [2x - (1 + x?) - (x* = x)(2x)] / (1 + x?)?
Desenvolupem el numerador:

Rx -1 +x)=2x-1+2¢ -

i

2x(x% — x) = 2%° — 2%°

Per tant:

FR)=[Px—1+2¢ - -2 + 27 /(1 + xX%)°
Simplificant:

f(x) = (x* + 2x — 1)/(1 + x*)?



1. Punts critics

Busquem on la derivada és zero:

f(x)=0

Com que el denominador sempre és positiu, només hem de resoldre:
X +2x-1=0

Utilitzem la formula de segon grau:

x=(-2+V{4 + 4))/2

x=(-2++8)/2

x = (=2 + 2V2)/2

Per tant:
¥1=-1-+2=-2414
X = -1++V2 =0,414

Aquests son els dos punts critics.

2. Estudi del signe de la derivada

El denominador:

(1+x%)?

es sempre positiu.

Per tant, el signe de f'(x) depén unicament de:

X2+ 2x -1



Com que és una parabola amb coeficient principal positiu, tenim:

* positiva abans de xy,
* negativa entre xq 1 X,

* positiva després de x..
Aixi:
Interval
(o0, =1 - 42)

(-1 =2, -1 +2)

(=1 + V2, +e0)

Per tant:

Creixent:
(-o0, =1 = V2) i (-1 + V2, +0)

Decreixent:

(=1 =2, -1 + v2)

3. Maxim local
En:

x=-1-+2

la funcié passa de creixent a decreixent.

Per tant, tenim un maxim local.

Cal calcular la coordenada vy:
(=1 - V2) = (1 + V2)/2
Aproximadament:

f(-1-+v2) =1,207

Signe de f'(x)

+

Comportament

Creixent

Decreixent

Creixent



Per tant, el maxim local és:
M=(-1-v2 (1+V2)/2)
Aproximadament:

M = (-2,414 ; 1,207)

4. Minim local
En:

x=-1+V2

la funcié passa de decreixent a creixent.
Per tant, tenim un minim local.
Calculem el valor de la funcié:
f(-1+v2)=(1-2)/2
Aproximadament:

f(-1+v2) = -0,207

Per tant, el minim local és:
m=(-1++2, (1-+2)/2)
Aproximadament:

m = (0,414 ; -0,207)



d) La representacid grafica de la funcié a partir dels resultats obtinguts en els apartats
anteriors. (0,5 punts)

f(x)




