Problema 4 2 model 2 juny 2026 llles Balears (analisi MAT).

P4.2 [2 punts] La desviacié vertical d’un dron, y(t) (en metres), respecte d’una altura de referéncia
després d'una pertorbacié inicial, es descriu al llarg del temps ¢ (en segons) com

B2+ 2—1

t=0

7

on els valors positius de y(¢) indiquen que el dron es troba per sobre de 'altura de referencia,
mentre que els valors negatius indiquen que es troba per sota d’aquesta.

Demostra que existeix almenys un instant de temps ¢ en que el dron es troba exactament a
I'altura de referencia.

1. Que significa estar a l'altura de referencia?
Segons |'enunciat:

» Siy(t) > 0, el dron esta per damunt de l'altura de referéncia.
» Siy(t) < 0, esta per davall.

* Per tant, si esta exactament a l'altura de referéncia, ha de complir;
y(t) =0

Per tant, el que hem de demostrar és que existeix algun ¢ > 0 tal que y(t) = 0.

2. Comprovem que la funcio és continua

La funci® és racional:

B+ttt -1

y(t) 142
El denominador és:
th+2
Com que t* > 0, tenim:
t'+2>0

per a qualsevol ¢ = 0.



Per tant, el denominador mai no és zero i, en consequéncia, y(t) és continua per a tot
t = 0.

3. Busquem dos instants en que la funcio tinga signes diferents

Triem dos valors senzills:

Perat = 0:
( )_ 0 4+0°+2.0—-1
= 0% + 2
0 S 0
y(0) 5 <

Aixo significa que inicialment el dron esta per davall de |'altura de referéncia.

Perat = 1:
(1) = 1°+12+2-1-1
A= 1142
1+41+2-1
y(1) = -
y(1)=1>0

Per tant, en t = 1 el dron esta per damunt de l'altura de referéncia.

Aixi doncs:



4. Apliquem el teorema de Bolzano

Recordem el teorema de Bolzano:

Si una funcio és continua en un interval [a, b] i pren valors de signe contrari als

extrems, és a dir, f(a) - f(b) < 0, aleshores existeix almenys un punt ¢ € (a, b) tal
que f(c) = 0.

En el nostre cas:
e y(t) és continua en [0, 1].
« y(0) <0.
e y(1) > 0.

Per tant, pel teorema de Bolzano, existeix almenys un:
to € (0,1)

tal que:

y(to) =0

5. Interpretacié fisica

Com que y(tg) = 0, en aquest instant la desviaci6 vertical del dron respecte de I'altura de referéncia és

ZEra.

Per tant, el dron es troba exactament a l'altura de referéncia en algun instant entre 0 i 1 segon.

Existeix almenys un instant ¢; € (0, 1) en que el dron esta a ’altura de referéncia.

Conclusié: hem demostrat 'existéncia demanada utilitzant el teorema de Bolzano, sense necessitat de

calcular exactament 'instant.



